4
OPTION B/L

Exercice 4.1.

p étant un entier fixé, avec p > 2, on note E = R,[X] l'espace vectoriel des

polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

f est lapplication qui a tout polynome P de E associe :
f(P)=P(X+2)+ P(X)—-2P(X +1).

1. Montrer que f est un endomorphisme de E
2. Déterminer I'image et le noyau de f.

3. Soit A € E. A quelle condition I’équation f(P) = A a-t-elle au moins une
solution ? Si U est une solution, quelles sont toutes les solutions 7

4. On définit les polynomes P, ..., P, par :
Py = 1,P1 = X, et pour k > Q,f(Pk) = Pk_Q, avec Pk(O) = Pk(l) =0.
a) Montrer que les polynémes Py, ..., P, sont ainsi bien définis.
b) Pour k € [0, p], quel est le coefficient dominant de Py, ?
k=1
Pour k£ > 1, exprimer P, a l’aide du polynéme Qr = [] (X —1)
i=0
c¢) Montrer que (FPy,..., P,) est une base de E et déterminer la matrice de
f relativement a cette base.

Solution :

1. x Tout d’abord, il est clair que si P est un polynoéme de degré inférieur ou
égal a p, il en est de méme du polynéome P(X +2) + P(X) — 2P(X + 1).
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* D’autre part, par propriétés des opérations, on vérifie aisément que l'on
a, pour tous polyndémes P et @ de E et tout scalaire A : f(P + \Q) =
f(P)+ Af(Q).

Ainsi f est un endomorphisme de E.

2.0na: f(1)=0, f(X)=0et pour k € [2,p] :

FXE) = (X +2)F + XF —2(X + 1)k

— é (’Z“?)Qk_ixi + Xk Qé (’f)xt - ':gj (72?)(216_1» _9xt

Ainsi f(X*) est un polynome de degré exactement k — 2.

* On a : Im f = Vect (f(l),f(X), .. .,f(Xp)) = Vect (f(XQ), .. .,f(Xp)).
Or f(X?),...,f(XP) sont des polynomes de degrés échelonnés depuis 0
jusqu’a k—2, ils forment donc une base de R,_5 [X], et une famille génératrice
de Im f.

Par conséquent Im f = R,_»[X].

* Par le théoreme du rang, Ker f est donc un espace vectoriel de dimension
2, et comme il contient 1 et X, on conclut : Ker f = Ry [X].

3. L’équation f(P) = A, d’inconnue P € E admet au moins une solution si
et seulement si A € Im f et si U est une solution, toutes les solutions sont de
la forme U + a + bX, avec (a,b) € R?, puisque 'on a alors :

f(P)=A < f(P)=f(U) < P-U € Ker f.

4. a) Les polynémes Py = 1 et P, = X sont définis dans le texte. Soit alors
k € [1,p — 1] et supposons Py, Py, ..., P, bien définis, avec deg P; = i.
Comme deg P,_1; = k—1 < p—2, ’équation f(P) = Pj_; admet une infinité
de solutions, toutes de degré k + 1 et de la forme P = U + a + bX, ou U
vérifie f(U) = Py_1.

Les conditions P(0) = P(1) = 0 déterminent parfaitement a et b, ce qui
montre qu’il existe une solution au probléme et une seule, que 'on note
Py+1. On conclut par le principe de récurrence, limité au rang p.

b) Ecrivons P, = ap X* + - et Pp_o = aj o X2 4.,
Le terme de plus haut degré de f(P:) est ag (k ﬁ 2) (2b=0h=2) —2) =
k(k —1)ag.
Ainsi o = k(k — 1)ag_o et comme ag = a; = 1, il vient :

— L xky. .
Pk_k!X +
D’autre part :
ona:@;=1,0Q:=X,...,Qr=X(X—-1)...(X —k+ 1), on trouve alors

pour k > 2 :
f(Qr) = k(k —1)Qr 2
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Par conséquent f(% Qr) = G _1 Q)IQkfz,

et comme pour k > 2, on a Qr(0) = Qx(1) = 0, 'unicité vue en a) donne :
Vke [[Oap]]vpk = %Qk
c) La famille (Pp,..., P,) est formée de polynémes de degrés échelonnés

depuis 0 jusqu’a p, il s’agit donc d’une base B de R,[X].
Par définition méme des polynémes P; on a :

0 O 1 0O ... 0
0 O 0 1

Mgp(f) = 0
0 0
0 0

Exercice 4.2.

Soit IV un entier naturel, tel que N > 2.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
loi discréte uniforme sur {1,2,...,N}.

1. On pose Z,, = sup(Xy, Xo, ..., Xp)-

a) A laide de la fonction de répartition de Z,,, donner la loi de probabilité
de Z,.

b) Montrer que 'espérance E(Z,,) de Z,, vaut :

c) Déterminer les limites de 'espérance E(Z,) et de la variance V (Z,,) de
Zy, lorsque n tend vers l'infini.

N
p . . 1 Eyn
2. a) Déterminer NLHEOO w 1}:1 (W) .
b) En déduire un équivalent simple de E(Z,) quand N tend vers l'infini.

3. On pose, pour k > 1,Y; = Xy + Xp41 et
1 n
T, = EZ;Yj
]:

a) Déterminer E(T),) et V(T},).

b) Counstruire, & l’aide de T),, un estimateur sans biais et convergent de N.

Solution :
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1. a) Par définition de sup et indépendance des variables en présence qui
suivent toutes la loi uniforme sur [1, N}, on a :

pour k € [I, N],P(Z, <k)=P((Xi <k)N...N (X, < k) = ()"
On en déduit :
Yk €[L,NL,P(Zy=k) = P(Z, <K) - P(Z, <k —1) = (£)" -
1

(formule valable méme pour k = 1).

2=

—

et = £ wh)" - £y = S wchy - £y

Soit, par glissement de 'indice dans la deuxiéme somme :

N kn N-1 k\n

Puis, par télescopage partiel :
Nl
E(Zn) =N- kg:l (W)
c) = Si n tend vers linfini, N étant fixé, on obtient donc :

lim E(Z,) =N

n— 00
2 Nka" Nka 1\n
*x De méme : E(Z%) = ) = 2=,
meme : B(22) = 3 B (£)" - ¥ (k)

et par un calcul analogue :
N—1 i

E(Z) =N - ¥ (2k+1)(§)"
k=1
Par négligeabilités classiques, on en déduit lim E(Z2) = N?, puis par la
formule de Huygens :
lim V(Z,) =0

n—o0

2. a) On reconnait une somme de Riemann et :

1 N e (1 1
3 e L — n _
M ow X (%) —/05” o= 5T

N-1
b) Donc k21 (%)" = njil +o(N) et E(Zy,) =N — nLH + o(N), soit :

3.a)OnaT, = %(Xl+2X2+2X3+---+2Xn+Xn+1).

Les variables X}, sont indépendantes et toutes de méme espérance N ;‘ Lo

2
de méme variance N12_ 1. On en déduit :
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B(T,) = 1@enf L) = N 41,

2
_ 1/ N?>-1 N2—1y_4n—-2 N?2-1

b) Ainsi E(T), — 1) = N et V(T, — 1) = V(T,) —> 0.
n— 00

Par conséquent (T3, — 1),, est un estimateur sans biais et convergent de N.

Exercice 4.3.
+oo 4
Pour z > 0, on pose f(z) = / eT dt

T

1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est de classe C' sur ]0, 4+oo].

2. Montrer que pour z > 0, f(z) = —lnz + ¢ + £(x) ol ¢ est une constante
réelle que I'on ne calculera pas et £ une fonction qui tend vers 0 avec z.

too gt bt

3. Soit 0 < a < b. Montrer que 'intégrale / € = € dt converge et
xr

donner sa valeur en fonction de f.

o OO g—at _ bt
En déduire que — dt converge et donner sa valeur.
0

efat _ efbt .
4. a) Soit a € R’ . Trouver b pour que f : ¢ — { t sit > 0, soit

0 sinon
une densité d’une loi de probabilité.

b) Calculer alors 'espérance et la variance de cette loi.

Solution :

—t
1. La fonction ¢ : t — eT est continue sur R’ , telle que V¢ > 1;0 < o(t) <

+0oo
e~t. La convergence de l’intégrale / e~tdt donne, par majoration, la
1

+o0 1
convergence de / (t) dt. L’intégrale / »(t) dt ne posant aucun probleme,
1 T

on conclut :
f est bien définie sur RY.

+oo i

D’autre part, en écrivant f(z) = / o(t) dt — / p(t) dt, la continuité de
1 1

@ prouve que f est de classe C' sur R? , avec :

Va >0, f(@) = —ple) = -

2. Effectuons une intégration par parties, directement avec la borne infinie :

W) =1 =ut)=lnt;vt) =et = v'(t)=—e"
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—+o0

+o0 +o00
flz) = [e’t lnt] +/ e tlntdt=—Ilnz.e™ +/ e tintdt
1

En effet : lim e~*Int = 0 et ¢ — e ‘Int est négligeable devant = au
t—+00 t

T

voisinage de l'infini, ce qui prouve que la derniére intégrale écrite converge.
+o0
Donc:f(:r):—ln:r—(e*””—l)ln:r+/ e tlntdt.
xr

Or: —(e7® —1)lnz ~ zlnz — 0; e"tInt ~ Int dont l'intégrale est
(0) z—0 (0)

convergente pour la borne 0. Soit :
+0oo
f(:v):—lna:-i—/ e~tIntdt + o(1)
0

Remarqueﬁ) : on a ainsi une expression de la constante ¢ de ’énoncé.
3. La convergence résultant des calculs effectués, on a :
T _at bt T _at oo
I(w)z/ %dt:/ & dt—/ C dt
x T T

et grce aux changements de variables v = at ou u = bt :

I(z) = /l:m% du — /b:m% du = f(ax) — f(bx).
Ainsi : I(z) = —In(ax) + ¢+ e(az) + In(bx) — c—e(bz) = lng +0(1), soit en

passant & la limite :
too ot —bt
/ e —e " p_nb
o a

t

4. a) Il faut bien entendu que la fonction soit positive (donc que b > a) et

b

que son intégrale sur R soit égale a 1, donc que ln .= let:
b=cea
i 11 1
b) On a alors E(X) = / (emat —e7eat)qt = 2 — L = €=
o a ea e.a
On trouve de méme, & I’aide d’une intégration par parties F(X?) = & _)21,
e.a
et donc :
2e—1
V(X) = B(X?) - [B)P = 2D
(e.a)

Exercice 4.4.

Les nombres a et b sont des entiers naturels non nuls tels que a > b.

On effectue dans une urne contenant initialement b boules blanches et b boules
noires une suite infinie de tirages avec remise, en rajoutant dans 'urne a
boules blanches supplémentaires apres chaque tirage ayant donné une boule
blanche.
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1. Déterminer la probabilité de I’événement : « tous les tirages successifs ont
donné une boule blanche ».

On notera By, I’événement, : «le tirage numéro n a donné une boule blanche ».
On désigne par X la variable aléatoire donnant le numéro du premier tirage
auquel est apparue une boule noire.

2. Donner le domaine de définition de la variable aléatoire X.

Montrer que (X > k)= BN BN ...N By.

En déduire P(X > k).

3. Etudier ’existence de ’espérance de X dans le cas a = 2b.

On pourra démontrer que si une variable Y & valeurs dans N admet une
espérance, alors nh_}rr;o n.P(X >n)=0

Solution :

1. Soit B,, I’événement «les n premiers tirages ont tous amené une boule
blanche». On a B, = B; N BoN...N B,, soit en suivant 1’évolution du
contenu de l'urne :
PB,) =L bta, .. bt=Da "7 bika
26726+ a 2b+(n—1)a_k:02b+ka

L’événement T'B = «tous les tirages amenent une boule blanche » n’est autre
o0

o0
que ’événement (| B, = () B, et comme la suite (B,), est une suite

n=1 n=1
décroissante d’événements, il vient par le théoreme de limite monotone :

p=P(T'B) = lim P(B,).
n—o0

Or:In (P(By) = 5 In (L+ka) — ~ T (14 k).

2y ihe) = 2 s
by o b P -
Onaln (1+ T ka) 6y R AU est le terme général d’une série divergente.

n—1
Comme In (l—l- b ) > 0, on en déduit que lim ) In (1+ b ) = +00,

b —+ ka/ n—oo =0 b —+ ka
donc que lim In (P(B,)) = —o0 et
n—o0
lim P(B,) =0.
n—o0

Ainsi P(T'B) = 0 (il est quasi-impossible de n’obtenir jamais que des boules
blanches).

2. La variable aléatoire X est définie presque partout (puisque T'B a une
probabilité nulle, ce qui permet de dire que X est une variable aléatoire) et
est clairement a valeurs dans N*.

(X > n) est réalisé si et seulement si les n premiers tirages ont tous amenés
une boule noire, donc (X > k)=B;N...NB, = B,.
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n—1
_ b+ ka
P(X >n)=
(X>n) =11 55T %a

3. Si a = 2b, on obtient :

n—1
. 142 135...2n—1)  (2n)!
P(X >n)= = =
>n)= 11559k = 256200 ~ P
On peut remarquer que 3 > 2,5 > 4, ..., 2n —1 > 2n — 2, et donc
P(X >n)> %

Or si X admet une espérance, on a, :

nP(X>n)=nP(X=n+1)+nP(X =n+2)+---
<Sm+DPX=n+1)+n+2)P(X=n+2)+---

Donc nP(X > n) est inférieur au reste d’ordre n d’une série convergente et

a alors pour limite 0, ce qui est contredit par le résultat nP(X > n) > %

En conclusion X n’a pas d’espérance.

Exercice 4.5.
Soit f la fonction définie par :

1 e—mt
(@) = /0 i

1. Montrer que f est définie sur R.

2. Déterminer les variations de f sur R.
1

3. Calculer / —=dt. En déduire lim f(x).
0 \/Z z~>0f( )

4. a) Montrer que xll)rfoof(a:) =0.

b) Déterminer un équivalent simple de f(z) lorsque z tend vers +o0.

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue sur ]0,1] et équivalente au voisinage
de 0 a %; la regle de Riemann permet de conclure & la convergence de
I’intégrale, et :

f est définie sur R

. elet efmzt .
2. Si 1 < xo, alors Vit € [0,1],—t > v/ et par conservation des

inégalités par intégration (les bornes sont dans l'ordre croissant) : f(z;) >
f(z2), donc :
f est décroissante sur R
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1

4~ o), =
et 1

Lorsque ¢ décrit [0, 1], e~*¢ varie entre 1 et e, donc &~ varie entre —= et

3.

—I

e -
Vit
Ainsi f(z) est compris entre 2 et 2.e” et, par encadrement :

lim f(z) = 2

(si on veut écrire des inégalités, il faut distinguer selon le signe de x).

4. a) Le changement de variable v = xt donne, pour z > 0 :

- 5[

+oo
La convergence de I'intégrale / £ — du prouve que lim f(x)=
0 T—+00

\/E
+oo ot
b .et donne en plus / —du
) - plus f(z )( ol

72
Le changement de variable u = 7 donne :
+oo

; Tdu—\/_/ *””/2d:r—2\/_/

(intégrale de référence), soit :

@) Vi

+o0 —1172/2

dm:ﬁ

Exercice 4.6.

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
a densité de fonction de répartition F'.
On suppose que pour tout z € R, F(z) < 1

Pour xz € R, on définit une variable aléatoire N, par
N, :min{ke N* | X >a:}
1. Déterminer la loi de N, ainsi que son espérance en fonction de F(z).

2. On note |z| la partie entiere du réel x. Déterminer

lim {EJ In(1 — u)
u—0t | U
3. Montrer que

lim P[N, > E(N,)] =e!

r—>+00
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Solution :
1. N, est a valeurs dans N* et pour k € N*, ’événement (N, = k) est réalisé
si et seulement si on réalise (X; < z), (X2 < ), ..., (Xp_1 < z) et (Xi > ).

[Si k =1 seul subsiste I’événement (X; > z)]
Comme les variables en présence sont indépendantes et ont toutes la méme
loi, il vient, méme pour k =1 :

k-1
P(N, =k)= (F(z))" (1-F(z))
N 1

On reconnait : N, = G(1 — F et E(N;) = ————.

n reconnai = G( (z)) (N.) = F@)

[Notons que le calcul précédent montre que N, est bien une variable
aléatoire]

2.0na|z]<z< L:vj+1,d0ncp0urm>1,1<%<l+F1J.
x
Ainsi, par encadrement : lim % =1,0u: |z] ~ =z.
z—+oo | 1] (400)
o ;| L — ~ L it
D’ou : LuJ In(1—w) fad u( u), soit :

lim LlJ In(1—wu)=-1.
u—0+t LU

3. x Pour tout n de N*, on a P(N, > n) = (F(z))" (car cela signifie que les
n premieres variables X ont pris chacune une valeur inférieure ou égale a
* N, ne prenant que des valeurs entieres, on a :

PN > B(N,)) = P(Ne > [y—ps))

= exp [[T}WJ In(1—(1—F(x))].

Comme lirf [1—F(z)] = 0, le résultat de la question 2. donne, par continuité
T—r+00

de la fonction exponentielle :
lim P(N, > E(N,)) =e™!

T—+00

Exercice 4.7.

Soit f,, la fonction de R dans R définie, pour tout n € N par :
fo(z) = (sinz).e™ ™
+oo
1. Pour quelles valeurs de n U'intégrale I,, = / fn(z) dz converge-t-elle ?
0

2. Calculer I, pour n > 1 et en déduire que la série de terme général I,, est
convergente.
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Foo 3
sin x
3. a) Montrer que /
0 et —1

dzx est convergente. On note [ sa valeur.

+oo
b) Montrer que lim ?Ltl e~ dt = 0.

n—-+00o 0 e —

) En dédui =% 1
C n deduire que £ = .
q n=1 n2 + ]-

Solution :
1. L’intégrale définissant I,, est impropre pour la borne +oo.
* On a fo(z) =sinz et l'intégrale / +oo sinz dz est évidemment divergente.
* Pour n > 1, on a |fu(z)] < Oe’m” et la convergence de l'intégrale
/+ooem”da: montre que I, est (absolument) convergente.

’ I,, converge <= n >1

—ne

2. x On sait que la fonction z — e sinz admet une primitive sur R de la

forme x — e " (acosz + bsin ).
En dérivant et en identifiant, on trouve a = —% et b= _Lm d’ou :
14+n 1+n
* 1 n X
x)dr = [—e_"’” coszT + sin }
/0 fnl®) (1+n2 1+n’ )0

_ 1 —nX 1 n .
= —e cos X + sin X
1+n? (1+n2 T+n2 00 )

et, en passant & la limite lorsque X tend vers +oo :

- 1
A4 N, I, = .
neN 1+n°

* Comme 0 < I, < %, la régle de Riemann montre que Y I, est une série
n n>1

convergente.

3.a) On a ?Lwl 5 % = 1, donc la fonction 3 intégrer se prolonge par
e —1 (o

continuité en 0 et étant continue sur R , il ne reste a régler que le probleme
pour la borne infinie.

. +o0
Pour tout & > 0, | 3L | < — 1 ~ e~ %, La convergence de e %dx
e’ —1 e’ —1 (+o0) 1
+oo
prouve la convergence absolue, donc la convergence, de / % dx :
1 €=

I existe
, prolongée par 0 —+ 1, est continue sur R et

b) La fonction ¢ — |§1Ltl
e —

de limite nulle en +o0o. Par conséquent cette fonction est bornée sur Rt et
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eiuitl ,ona: |% e~ < M.e™™, ce qui prouve,
d’une part que l'intégrale proposée est (absolument) convergente, et d’autre

part que ’on a :

si on pose M = sup |
R+

n—o0

oo | +oo
|/ SIE nt g < Memtdt=2 o
o € -1 0
c) Par linéarité de l'intégration pour les intégrales convergentes, on a :

+0o0
L+1L+ -+ :/ sinz(e ® +e 2 4 .- e ") dz
0

Pour z > 0, nous sommes en présence de la somme de termes consécutifs
d’une suite géométrique de raison différente de 1, donc :

. .
sinz(e™ +e72 4 ... +e7"%) = ginzxe™® 11 € __ = Sl 331 (1 —em2)
e o _

et ce résultat est encore valable pour x = 0, en convenant de prolonger par
continuité.
Ainsi, toujours par linéarité de 'intégration, dans le cas de la convergence :
- 1 = oo sin x oo sin x
= IA = —da’,‘— —efm”dl‘.
k§1k2+1 kzlk /0 e’ —1 /0 e —1
et en passant a la limite :

S 1

+oo
I = sin x dr =
/0 em -1 v kgl k'2 + 1

Exercice 4.8.

Un joueur joue au casino une succession de parties indépendantes ; & chaque
partie, la probabilité qu’il a de gagner un euro est égale & g et celle de perdre
un euro est égalear =1—gq.

Au départ le joueur a une cagnotte de k euros.
Soit N un nombre entier strictement supérieur a k.

1. Le jeu s’arréte des que le joueur est ruiné ou des qu’il a en sa possession
la somme de N euros. On note pj, la probabilité que le joueur finisse ruiné
(noter que pi dépend aussi de N et de q).

a) Que vaut pg 7 Que vaut py ?

b) Déterminer une relation entre pg—1,py €t pg+1, pour k compris entre 1
et N —1.

c) En déduire py, en fonction de k (et de N).
On sera amené a distinguer deuz cas : q = % et q # %

2. Saisi par le démon du jeu, le joueur oublie sa décision de s’arréter des qu’il
possede N euros.
Quelle est la probabilité qu’il finisse ruiné ?



Option B/L 161

Solution :

1. a) * pp = 1 : le joueur a une cagnotte initiale de 0 euro, donc il est ruiné
avant méme de jouer.

* py = 0 : si au départ le joueur dispose de IV euros, il ne joue pas, donc
il ne peut pas étre ruiné.

b) Comme k € [1,N — 1], le joueur joue au moins une fois, et on établit
une relation de récurrence, en conditionnant par le résultat de la premiere
partie.

Soit B = «le joueur perd la premiere partie» et A, = «le joueur finit ruiné
avec une fortune initiale de k euros ».
On a : P(Ay) = P(Ay/B)P(B) + P(Ax/B)P(B).
Ce qui donne :

e = pr-1(1 — q) + Prt1q
En effet, si le joueur perd la premiere partie, tout se passe alors comme
si il commencait & joueur avec une fortune initiale de k — 1 euros, donc
P(Ag/B) = pr_1. On a de méme P(Ag/B) = pjy1.

¢) On a affaire & une suite (finie) vérifiant une relation de récurrence linéaire
d’ordre 2.

L’équation caractéristique de cette récurrence est gz —x + 1 — g = 0. Ses
—q_r

racines sont 1 et a = 1-¢ = .
q q

*Siq;«é%,alorsl—q;éqeta#l.
Il existe donc A et p réels tels que V& € [0, N],px = A.1% + p.a®;

les conditions aux limites pg = 1 et py = 0 donnent A = 18‘ 1 et
oy —
1 .
= ———=, soit :
o 1—a™’ . N
o’ —«
Dk 1_ CEN
* Sig= %, 1 est racine double.

Il existe alors A et p réels tels que V& € [0, N],pr = A+ ku, et les conditions

aux limites donnent :

—1_k

2. Pour traduire le fait que le joueur ne s’arréte jamais volontairement, il

suffit de faire tendre N vers Dinfini.

*Sil—q>q(ie g< % et le jeu est défavorable au joueur), alors a > 1

N
tpe(N) ~ Lo =1,d li (N)=1letlej t i-certai
et pi( )(N_wo) N , donc Ngnoopk( ) et le joueur est quasi-certain

de se ruiner.
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*Siq= %, on a encore A}gnoo pr(IN) = 1 et la conclusion est la méme.

*Sil—q<gq (ie qg> % et le jeu est favorable au joueur), alors a < 1
et A}im pr(N) = a*. Le joueur n’est plus quasi-certain de se ruiner (et la
—00

probabilité qu’il se ruine est une fonction décroissante de sa fortune initiale
k).
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