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OPTION B/L

Exercice 4.1.

Soit E un espace vectoriel r�eel de dimension n, (n > 2). Soit f un endo-
morphisme de E. On note I l'endomorphisme identit�e et pour tout j entier
naturel, f j repr�esente l'endomorphisme de E d�e�ni par :

f0 = I; et si j > 1; f j = f � f j�1

On suppose qu'il existe un vecteur x de E tel que :

fn�1(x) 6= 0; et fn(x) = 0

1. Montrer que
�
x; f(x); : : : ; fn�1(x)

�
est une base de E.

2. On pose F =
�
g 2 L(E) j f � g = g � f

	
.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de L(E) et qu'une base de F est
(I; f; : : : ; fn�1).

3. On suppose E = R
n muni de sa base canonique B et que la matrice associ�ee

�a f dans cette base est

A =

0
BBBBB@

0 1 0 : : : 0

0 0 1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 1

0 0 : : : 0 0

1
CCCCCA

Montrer que f v�eri�e les hypoth�eses de l'exercice et d�eterminer F .
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Solution :

1. Soit (a0; a1; : : : ; an�1) 2 R
n tel que

n�1P
k=0

akf
k(x) = 0.

En appliquant fn�1, il reste a0f
n�1(x) = 0, d'o�u a0 = 0 ;

En appliquant maintenant fn�2, il reste a1f
n�1(x) = 0, d'o�u a1 = 0 ;

et ainsi de suite. Donc tous les coe�cients sont nuls et la famille est bien
libre. Comme son cardinal est �egal �a la dimension de l'espace, on a :�

x; f(x); : : : ; fn�1(x)
�
est une base de E

2. ? F est non vide, car il contient l'endomorphisme nul, f , id, etc. De plus,
en vertu des propri�et�es des op�erations, F est stable par combinaison lin�eaire.
Donc F est un sous-espace vectoriel de L(E).

? � Clairement id; f; f2; : : : ; fn�1 commutent avec f , donc f commute avec
toute combinaison lin�eaire de ces endomorphismes.

� Soit g qui commute avec f , alors g(x) se d�ecompose sur la base pr�ec�edente :

9!(a0; a1; : : : ; an�1) 2 R
n ; g(x) =

n�1P
k=0

akf
k(x),

et g commute avec les puissances de f , donc :

g
�
fp(x)

�
= fp

�
g(x)

�
= fp

� n�1P
k=0

akf
k(x)

�
=
� n�1P
k=0

akf
k
��
fp(x)

�

Ainsi les endomorpismes g et
n�1P
k=0

akf
k co��ncident sur la base

�
x; f(x); : : : ; fn�1(x)

�
,

donc sont �egaux, ce qui prouve que g 2 Vect
�
id; f; : : : ; fn�1

�
.

� En�n
�
id; f; : : : ; fn�1

�
est une famille libre, puisque si

nP
k=0

akf
k = 0, alors

en particulier
nP

k=0

akf
k(x) = 0 et on sait que ceci entrâ�ne la nullit�e de tous

les coe�cients.

Ainsi F = Vect
�
id; f; : : : ; fn�1

�
, la famille

�
id; f; : : : ; fn�1

�
est une base de

F .

3. On a f(en) = en�1, f(en�1) = en�2; : : : ; f(e2) = e1 et f(e1) = 0.
Ainsi f v�eri�e les conditions pr�ec�edentes avec x = en.

Les matrices de f2; f3; : : : s'obtiennent par simples d�ecalages et F est donc
form�e des endomorphismes associ�es aux matrices de la forme :

A =

0
BBBBBB@

a0 a1 a2 : : : an�1

0 a0 a1
. . . an�2

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . a1

0 0 : : : 0 a0

1
CCCCCCA
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Exercice 4.2.

Soit f une application de R dans R, d�erivable sur R. On suppose que :

8x 2 R; (f(x))2 + (1 + f 0(x))2 = 1

1. Montrer que f est d�ecroissante sur R.

2. Montrer que f admet une limite �nie en �1 et en +1.

3. Montrer qu'il existe une suite (xn) telle que :

lim
n!+1

xn = +1 et lim
n!+1

f 0(xn) = 0

4. En d�eduire f .

Solution :

1. Supposons qu'il existe un point x tel que f 0(x) > 0, alors 1+f 0(x) > 1 et la
condition de l'�enonc�e est impossible. Donc 8x; f 0(x) 6 0 et f est d�ecroissante.

2. La condition de l'�enonc�e impose d'avoir �1 6 f(x) 6 1. Ainsi f est
monotone et born�ee, donc admet une limite (�nie) en �1 et en +1.

3. Supposons qu'il existe " > 0 pour lequel il existe A tel que x > A implique
f 0(x) 6 �", alors pour x > A, il vient en int�egrant :

f(x)� f(A) 6 �"(x�A)

Et alors lim
x!+1

f(x) = �1, ce qui contredit le r�esultat de la question

pr�ec�edente.

Ainsi : 8 " > 0;8A; 9x > A, tel que �" 6 f 0(x) 6 0.

Pour " = 1
n

et A = n, il existe donc xn > n tel que � 1
n
6 f 0(xn) 6 0.

On a donc bien lim
n!+1

xn = +1 et lim
n!+1

f 0(xn) = 0.

4. Par la relation de d�e�nition : lim
n!+1

f 0(xn) = 0 =) lim
n!+1

f(xn) = 0 et

puisque f admet une limite en +1 : lim
x!+1

f(x) = 0.

Le même raisonnement que celui fait dans la question pr�ec�edente montre qu'il
existe une suite (yn) tendant vers �1 et telle que lim

n!+1
f 0(yn) = 0, donc

telle que lim
n!+1

f(yn) = 0. Ainsi lim
x!�1

f(x) = 0.

La fonction f �etant monotone, on en conclut f = 0.

R�eciproquement la fonction nulle v�eri�e �evidemment la propri�et�e exig�ee.

Exercice 4.3.

1. Soit g une application continue de R dans R, p�eriodique de p�eriode 2�.
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Montrer que :

Z �

��

g(t) dt =

Z 2�

0

g(t) dt

Pour n 2 N, on pose In = 1
2�

Z �

��

(cos t)ndt et l'on consid�ere l'application f

d�e�nie par :

8x 2 R; f(x) = 1
2�

Z �

��

exp(x cos t)dt

2. Montrer que f est d�e�nie sur R et que c'est une fonction paire.

Dor�enavant on consid�ere que x est �el�ement de R+ .

3. Montrer que 8x 2 R+ ;8n 2 N;8 t 2 [��; �];

exp(x cos t) =
nP

k=0

xk cosk t
k!

+Rn(x; t)

o�u

jRn(x; t)j 6
+1P

k=n+1

xk

k!

Montrer que : jRn(x; t)j 6
xn+1

(n+ 1)!
exp(x).

4. Montrer que 8x 2 R+ ; 8n 2 N,��f(x)� nP
k=0

xk

k!
Ik
�� 6 xn+1

(n+ 1)!
exp(x)

En d�eduire la valeur de
+1P
n=0

xn

n!
In.

Solution :

1. Plus g�en�eralement, soit x 2 R et h : x 7!

Z x+2�

x

g(t) dt. La fonction h est

d�erivable sur R et h0(x) = g(x + 2�) � g(x) = 0, donc h est constante et en
particulier h(0) = h(��).

2. ? Pour tout x, la fonction �a int�egrer est continue sur [��; �] et f est bien
d�e�nie.

? On a f(�x) = 1
2�

Z �

��

exp(�x cos t) dt.

Par le changement de variable u = t+ �, f(�x) = 1
2�

Z 2�

0

exp(x cosu) du et

en appliquant le r�esultat pr�ec�edent : f(�x) = f(x).

3. ? Par convergence de la s�erie exponentielle :

8(x; t) 2 R2 ; exp(x cos t) =
nP

k=0

xk cosk t
k!

+
1P

k=n+1

xk cosk t
k!
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et, pour x > 0,
��Rn(x; t)j =

�� 1P
k=n+1

xk cosk t
k!

�� 6 1P
k=n+1

xk

k!
= R0n

? R0n = xn+1

(n+ 1)!

�
1+ x

n+ 2
+ x2

(n+ 2)(n+ 3)
+ x3

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
+ � � �

�
.

Or n+ 2 > 1, (n+ 2)(n+ 3) > 2!, : : :Par cons�equent :

R0n 6
xn+1

(n+ 1)!

1P
k=0

xk

k!
= xn+1

(n+ 1)!
ex

4. En plaant tout sous la même int�egrale :

��f(x)� nP
k=0

xk

k!
Ik
�� 6 1

2�

Z 2�

0

�� exp(x cos t)� nP
k=0

xk cosk t
k!

��dt
6 1

2�

Z 2�

0

xn+1

(n+ 1)!
exp(x) dt = xn+1

(n+ 1)!
ex

Or lim
n!1

xn+1

(n+ 1)!
= 0 (il s'agit même du terme g�en�eral d'une s�erie conver-

gente) et donc, par encadrement :

f(x) =
1P
k=0

xk

k!
Ik

Exercice 4.4.

1. Pour (n; p) 2 N � N
� , on pose

In;p =

Z +1

1

tn exp(�pt) dt

a) Montrer que ces int�egrales convergent.

b) D�eterminer une relation entre In;p et In�1;p et en d�eduire In;p en fonction
de n et p.

2) Soit � > 0, on pose f(t) =

�
0 si t < 0
�2t e��t si t > 0

.

V�eri�er que f est une densit�e de probabilit�e d'une variable al�eatoire X et
donner sa fonction de r�epartition.

Un appareil poss�ede n composants (n 2 N� ). Chacun des composants a une
dur�ee de vie donn�ee par une variable al�eatoire dont f est une densit�e. On
supposera ces variables ind�ependantes.

3. L'appareil tombe en panne d�es que l'un (au moins) de ses composants
tombe en panne (montage en s�erie). Soit Y la variable al�eatoire �egale �a la

dur�ee de vie de l'appareil.

Exprimer l'esp�erance E(Y ) de Y , en fonction des int�egrales de la question 1.

Solution :
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1. a) La fonction �a int�egrer est continue sur [1;+1[ et pour n 2 N et p 2 N� ,
on a lim

t!+1
t2:tne�pt = 0. La r�egle de Riemann donne alors la convergence de

l'int�egrale propos�ee.

En int�egrant par parties :

Z X

1

tn:e�pt dt = Xn

p
e�pX� e�p

p
+ n
p

Z X

1

tn�1e�pt dt

et en passant �a la limite lorsque X tend vers +1 :

8n > 1; In;p =
e�p

p
+ n

p
In�1;p

Posons alors un =
In;p
n!

, on obtient : un = e�p

p
1
n!

+ 1
p
un�1. Ainsi :8>>>>>>><

>>>>>>>:

un = e�p

p
1
n!

+ 1
p
un�1

un�1 =
e�p

p
1

(n� 1)!
+ 1
p
un�2

...

u1 = e�p

p
1
1!

+ 1
p
u0

On multiplie alors la deuxi�eme relation par 1
p
, la troisi�eme par 1

p2
, : : : puis

on somme. Puisque u0 =
e�p

p
, il vient : un = e�p

p

nP
k=0

1
pk(n� k)!

, soit :

In;p =
e�p

p

nP
k=0

k!
pk

Ck
n

2. La fonction f est continue sur R, positive. On v�eri�e que

Z +1

�1

f(t) dt = 1,

ce qui r�esultera d'ailleurs du calcul suivant.

En int�egrant par parties dans le cas x > 0, on obtient :

FX (x) = 0, si x 6 0 et FX (x) = 1� e��x � �xe��x, si x > 0.

3. On a Y (
) = R
+ et pour x > 0, les variables Xi �etant ind�ependantes de

même loi que X : P (Y > x) = P
� nT
i=1

(Xi > x)
�
= [P (X > x)]n. D'o�u :

P (Y 6 x) = 1�
�
1� FX (x)

�n
Par d�erivation, on en d�eduit une densit�e fY de Y :

8x 6 0; fY (x) = 0 et 8x > 0; fY (x) = nf(x)
�
1� FX (x)

�n�1
Soit : 8x > 0; fY (x) = n�2x:e��nx(�x+ 1)n�1.

La convergence de l'int�egrale �etant �evidente, on a :

E(Y ) =

Z +1

0

n�2x2:e��nx(�x+ 1)n�1 dx,

et en e�ectuant le changement de variable u = �x+ 1 :
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E(Y ) = n�en
Z +1

1

(un+1 � 2un + un�1)e�nu du, i.e. :

E(Y ) = n�en(In+1;n � 2In;n + In�1;n)

Exercice 4.5.

On consid�ere une urne contenant N boules indiscernables au toucher,
num�erot�ees 1; 2; : : : ; N , avec N 2 N

� : On e�ectue dans cette urne des tirages
d'une boule avec remise �a chaque fois de la boule tir�ee. Soit r 2 [[1; N ]]. On
choisit r num�eros entre 1 et N et l'on note Yr la variable al�eatoire �egale
au nombre de tirages n�ecessaires pour obtenir, pour la premi�ere fois, les r
num�eros choisis.

1. Dans cette question, r = 1. D�eterminer la loi de Y1, son esp�erance et sa
variance.

2. Dans cette question,r = 2. D�eterminer la loi de Y2, son esp�erance (on
v�eri�era que la somme des probabilit�es vaut 1).

3. D�esormais, r est quelconque.

a) D�eterminer Yr(
).

b) Calculer P (Yr = r).

c) D�eterminer l'esp�erance de Yr.

Solution :

1. Y1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1
N
, donc :

E(Y1) = N et V (Y1) = N(N � 1).

2. On a Y2(
) = [[2;+1[[. Soit alors n > 2 ; l'�ev�enement (Y2 = n) est r�ealis�e
si on obtient un des deux num�eros choisis �a un certain rang k compris entre
1 et n� 1, puis le deuxi�eme num�ero choisi au n-i�eme tirage. Ainsi les tirages
dont le rang est compris entre 1 et k� 1 (s'il y en a) am�enent l'un des N � 2
autres num�eros, le k-i�eme tirage am�ene l'un des deux num�eros choisis, les
tirages de rang compris entre k + 1 et n � 1 (s'il y en a) n'am�enent pas
l'autre num�ero choisi et le n-i�eme tirage am�ene l'autre num�ero choisi. Bref,
par �equiprobabilit�e de toutes les listes de tirages :

P (Y2 = n) = 1
Nn

n�1P
k=1

(N � 2)k�12(N � 1)n�k�1

=
2(N � 2)n�2

Nn

n�1P
k=1

�N � 1
N

�k�1
Par l'identit�e g�eom�etrique, on en d�eduit, apr�es simpli�cation :

8n > 2; P (Y2 = n) = 2
N

��N � 1
N

�n�1
�
�N � 2

N

�n�1�
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Remarque : On aurait aussi pu calculer P (Y2 > n), pour en d�eduire la loi de
Y2 par di��erence : : :

Par sommation de s�eries g�eom�etriques convergentes :
1P
n=2

P (Y2 = n) = 2
N

� 1

1� N�1
N

�
1

1� N�2
N

�
= 2

N

�
N �

N
2

�
= 1

3. a) Yr(
) = [[r;+1[[.

b) (Yr = r) est r�ealis�e si et seulement si les r premiers tirages am�enent les
r num�eros choisis, mais dans un ordre quelconque, donc :

P (Yr = r) = r!
Nr

c) Pour i 2 [[2; r]], notons Xi la variable al�eatoire qui mesure le nombre de
tirages juste n�ecessaires pour obtenir un i-i�eme num�ero choisi, apr�es en avoir
d�ej�a obtenu i� 1, et X1 la variable al�eatoire qui mesure le nombre de tirages
juste n�ecessaires pour obtenir un premier num�ero choisi.
On a Yr = X1 +X2 + � � �+Xr et pour tout i, Xi suit la loi g�eom�etrique de

param�etre r � i+ 1
N

, d'o�u :

E(Yr) = N
�1
r
+ 1
r � 1

+ � � �+ 1
2
+ 1

�

Exercice 4.6.

On consid�ere l'application f d�e�nie par :

8t 2 R; f(t) =
A

et + e�t

o�u A est une constante r�eelle.

1. D�eterminer A pour que f soit une densit�e de probabilit�e.

2. On suppose que A a la valeur trouv�ee pr�ec�edemment et on consid�ere une
variable al�eatoire X admettant f pour densit�e. Montrer que X admet des
moments �a tous les ordres.

3. Pour n 2 N; on pose In =

Z +1

0

t2n

et + e�t
dt.

Montrer que

8N 2 N; In =
NP
k=0

(�1)k
Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt+RN

avec

RN = (�1)N+1

Z +1

0

t2ne�(2N+3)t

1 + e�2t
dt

4. Montrer que lim
N!+1

RN = 0, et en d�eduire une expression de In sous forme

de s�erie.
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Solution :

1. f est continue sur R, paire , positive si A > 0 et en �ecrivant f(t) =

A et

e2t + 1
, il vient :

Z X

0

f(t) dt = A(Arc tan(e2X )�Arc tan 1) = A(Arc tan(e2X )�

�
4
).

Or lim
X!+1

Arc tan(e2X) = �
2
, ce qui prouve que l'int�egrale de f sur R+ est

convergente, avec

Z +1

0

f(t) dt = A�
4
.

Bref, par parit�e

Z +1

�1

f(t) dt = A�
2
et f est une densit�e de probabilit�e pour

A = 2
�
.

2. Par n�egligeabilit�e classique et parit�e : lim
t!�1

t2:tnf(t) = 0, ce qui prouve que

l'int�egrale d�e�nissant le moment d'ordre n de X est absolument convergente.
DoncX admet des moments de tous ordres (et par parit�e les moments d'ordre
impair sont nuls).

3. 1
et + e�t

= e�t

1 + e�2t
et par l'identit�e g�eom�etrique (la raison valant �e�2t,

donc �etant di��erente de 1) :

1
1 + e�2t

=
NP
k=0

(�1)ke�2kt + (�1)N+1 e�2(N+1)t

1 + e�2t

Ainsi : t2n

et + e�t
=

NP
k=0

(�1)kt2ne�(2k+1)t +
(�1)N+1e�(2N+3)tt2n

1 + e�2t

Toutes les int�egrales �ecrites �etant convergentes, par n�egligeabilit�e classique,
on en d�eduit :

8N 2 N; In =
NP
k=0

(�1)k
Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt+RN

avec :

RN = (�1)N+1

Z +1

0

t2ne�(2N+3)t

1 + e�2t
dt

4. On a :

jRN j 6

Z +1

0

t2ne�(2N+3)t =

Z +1

0

e�(2N+2)tg(t) dt, avec : g(t) = t2ne�t.

La fonction g est positive, continue sur R+ , de limite nulle en +1, donc est

born�ee

sur R+ et si on noteM = sup
R+

g, alors jRN j 6M

Z +1

0

e�(2N+2)t dt = M
2N + 2

.

Ceci montre que lim
N!1

RN = 0 et donc :



14 ESCP-EAP 2002 - Oral

In =
1P
k=0

(�1)k
Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt

Notons que le changement de variable u = (2k + 1)t donne :Z +1

0

t2ne�(2k+1)tdt = 1
(2k + 1)2n+1

Z +1

0

u2ne�udu =
(2n)!

(2k + 1)2n+1
,

ce qui permet d'�ecrire In comme somme d'une s�erie num�erique explicite.

Exercice 4.7.

Soit A la matrice d�e�nie par A =

�
�1 3=4
1 0

�
.

1. D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A
est{elle diagonalisable ?

2. Calculer An, pour tout n entier naturel.

3. Montrer que l'inverse A�1 de A existe, et calculer A�n, pour tout n entier
naturel.

4. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs dans N. On note pn = P (X = n).

On suppose que pour tout n 2 N : pn+2 = �pn+1 +
3
4
pn.

D�eterminer l'expression de pn en fonction de n, et reconnâ�tre la loi suivie
par X .

5. Soient f et g les fonctions d�e�nies par

f(x) = 6:e�3x=2 + 2:e2x; g(x) = �3:e�3x=2 + 3:e2x

a) Exprimer les d�eriv�ees f 0 et g0 en fonction de f et g.

b) Comment d�eterminer une fonction F , combinaison lin�eaire de f et g,
telle que la d�eriv�ee 2002�eme de F soit f ?

Solution :

1. Les valeurs propres de A sont �3=2 et 1=2 et :

E
�3=2(A) = Vect

�
�3=2
1

�
; E1=2(A) = Vect

�
1=2
1

�

Comme A est carr�ee d'ordre 2 et admet deux valeurs propres, A est diagonal-

isable. Plus pr�ecis�ement si P =

�
�3=2 1=2
1 1

�
, alors P�1 =

�
�1=2 1=4
1=2 3=4

�

et :

P�1AP = D =

�
�3=2 0
0 1=2

�

2. Pour n 2 N� ; An = PDnP�1, ce qui conduit �a :
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An =

0
B@

1
2n+2

+
(�1)n

2

�3
2

�n+1 3
2n+3

�
(�1)n

4

�3
2

�n+1
1

2n+1
�

(�1)n

2

�3
2

�n 3
2n+2

+
(�1)n

4

�3
2

�n
1
CA

3. Comme 0 n'est pas valeur propre deA, A est inversible et le calcul pr�ec�edent
est valable pour n 2 Z.

4. Soit Xn =

�
pn+1
pn

�
; la relation de r�ecurrence s'�ecrit Xn+1 = AXn, d'o�u

Xn = AnX0, et on pourrait achever le calcul matriciellement, ce qui prouve

que pn est combinaison lin�eaire de
�1
2

�n
et
�
�
3
2

�n
: 9(�; �) 2 R

2 ; pn =

�
�1
2

�n
+ �

�
�
3
2

�n
.

On peut calculer � et � en fonction de p0 et p1 (ce que l'on peut aussi voir
directement en �etudiant la r�ecurrence lin�eaire d'ordre 2 de d�e�nition).

Il vaut mieux remarquer qu'une probabilit�e devant être toujours comprise

entre 0 et 1, on a n�ecessairement � = 0, d'o�u pn = �
�1
2

�n
, et la somme des

probabilit�es valant 1, on a � = 1
2
: 8n 2 N; P (X = n) =

�1
2

�n+1
.

Ainsi, X + 1 suit la loi g�eom�etrique de param�etre 1
2
.

5. a) On a : f 0 = �f + g et g0 = 3
4
f , soit

�
f 0

g0

�
= A

�
f

g

�
.

Ainsi

�
f

g

�
= A2002A�2002

�
f

g

�
. On peut donc choisir pour fonction F le

premier �el�ement de la matrice A�2002
�
f

g

�
, ce qui conduit �a :

F = 22000
�
(1 + 1

32001
)f + 3

2
(1� 1

32002
)g
�

Exercice 4.8.

E et F sont deux espaces vectoriels de dimension �nie et f et g sont deux
applications lin�eaires de E dans F .

On rappelle que le rang d'une application lin�eaire u, not�e rg(u), est la
dimension de son image Im(u).

1. a) Montrer que Im(f + g) � Im(f) + Im(g). En d�eduire que :

rg(f + g) 6 rg(f) + rg(g)

b) Montrer que j rg(f)� rg(g)j 6 rg(f + g).

2. Dans cette question, on suppose que l'on a E = F et que f et g sont tels
que :

Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g) = E

a) Montrer que Im(f) \ Im(g) = Ker(f) \Ker(g) = f0g.



16 ESCP-EAP 2002 - Oral

b) En d�eduire que Im(f) et Im(g) sont suppl�ementaires dans E, ainsi que
Ker(f) et Ker(g).

c) En conclure que rg(f + g) = rg(f) + rg(g).

Solution :

1. a) Soit x 2 Im(f + g), il existe z 2 E tel que x = (f + g)(z) = f(z)+ g(z).
Or f(z) 2 Im f et g(z) 2 Im g, donc x 2 Im f +Im g, ce qui donne l'inclusion
voulue.

D'o�u :
rg(f + g) = dim Im(f + g) 6 dim(Im f + Im g)

6 dim Im f + dim Im g � dim(Im f \ Im g)
6 dim Im f + dim Im g = rg f + rg g

b) On a f = (f + g) + (�g), donc : rg f 6 rg(f + g) + rg(�g) =
rg(f + g) + rg(g).
De même g = (f + g) + (�f), et : rg g 6 rg(f + g) + rg(f).

Ainsi rg f � rg g 6 rg(f + g) et rg g � rg f 6 rg(f + g), soit :

j rg f � rg gj 6 rg(f + g)

2. Notons n = dimE. Le th�eor�eme du rang permet d'�ecrire :

dim Im f + dimKerf = n (1) ; dim Im g + dimKer g = n (2)
dim Im(f + g) + dimKer(f + g) = n (3)

Et les hypoth�eses donnent :
dim Im f + dim Im g � dim(Im f \ Im g) = n (4)
dimKer f + dimKer g � dim(Ker f \Kerg) = n (5)

a) En faisant (1) + (2)� (4)� (5), il vient :

dim(Im f \ Im g) + dim(Ker f \Ker g) = 0

D'o�u : Im f \ Im g = Kerf \Ker g = f0g

b) Donc Im f \ Im g = f0g et par (4) dim Im f + dim Im g = n, ce qui
prouve que Im f et Im g sont suppl�ementaires dans E.
De même Ker f \ Ker g = f0g et (5) montrent que Ker f et Kerg sont
suppl�ementaires dans E.

c) Le premier r�esultat de la question b) montre que rg f +rg g = n. Il reste
donc �a montrer que rg(f +g) = n, i.e. que f + g est surjectif, ce qui �equivaut
�a dire que f + g est injectif (f + g est un endomorphisme de E qui est de
dimension �nie).

Soit x 2 Ker(f + g). On a donc g(x) = �f(x).
Or f(x) 2 Im f , donc g(x) 2 Im f \ Im g et g(x) = 0.

Par cons�equent g(x) = f(x) = 0 et x 2 Ker f \Ker g, soit x = 0.

Ainsi f + g est bien injectif, donc surjectif et rg(f + g) = n, ce qu'il fallait
d�emontrer.
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