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OPTION B/L

Exercice 1.

On d�e�nit une suite (fn) de fonctions sur l'intervalle
�
0; �

4

�
par :

8x 2 �0; �
4

�
; f0(x) = 0

et pour tout n 2 N :

8x 2 �0; �
4

�
; fn+1(x) =

Z x

0

(1 + f2n(t))dt

1. a) Montrer que pour tout x 2 �
0; �

4

�
�x�e, la suite de r�eels

�
fn(x)

�
n
est

positive et croissante.

b) Montrer que pour tout x 2 �
0; �

4

�
�x�e, la suite de r�eels

�
fn(x)

�
n
est

major�ee par le r�eel tan(x).

c) En d�eduire que pour tout x 2 �
0; �

4

�
�x�e, la suite de r�eels

�
fn(x)

�
n
est

convergente. On note f(x) sa limite. On d�e�nit ainsi une fonction f sur
l'intervalle

�
0; �

4

�
.

2. a) Montrer que pour tout n 2 N, fn est une fonction polynomiale dont on
donnera le degr�e en fonction de n.

b) D�eterminer, pour tout n 2 N� , le terme de plus bas degr�e de fn.

c) Calculer f 0n(0) et f
00
n (0).

3. Montrer que pour tout n 2 N, pour tout x 2 �0; �
4

�
, on a :

0 � f 0
n
(x) � 2

En d�eduire que f est continue sur
�
0; �

4

�
.
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Solution :

1. a) On a : f0(x) = 0 et f1(x) = x, donc 8x 2 [0; �=4]; 0 6 f0(x) 6 f1(x).

Supposons que pour un certain rang n, on a : 8x 2 [0; �=4]; 0 6 fn�1(x) 6
fn(x), alors :

8x 2 [0; �=4]; 0 6

Z
x

0

�
1 + f2

n�1(t)
�
dt 6

Z
x

0

�
1 + f2

n
(t)
�
dt, c'est-�a-dire :

8x 2 [0; �=4]; 0 6 fn(x) 6 fn+1(x). On conclut par le principe de r�ecurrence.

b) On a 8x 2 [0; �=4]; f0(x) 6 tanx, et si pour un certain rang n, on a :
8x 2 [0; �=4]; fn(x) 6 tanx, alors :

8x 2 [0; �=4]; fn+1(x) 6

Z
x

0

(1 + tan2 t) dt = tanx. On conclut encore par le

principe de r�ecurrence.

c) La suite
�
fn(x)

�
n2N

est croissante et major�ee, donc est convergente.

2. a) f0 est une fonction polynomiale (de degr�e �1), f1 est polynomiale
de degr�e 1 et si on suppose que pour un certain rang n, fn est polynomiale
de degr�e dn, alors 1 + f2n est polynomiale de degr�e 2dn et la primitive nulle
en 0 de cette fonction, qui n'est autre que fn+1, est polynomiale de degr�e
dn+1 = 2dn + 1.

? Par r�ecurrence : 8n, fn est polynomiale

? La suite (dn)n>1 est arithm�etico-g�eom�etrique et dn+1+1 = 2(dn+1) donne :

8n 2 N� ; dn = 2n � 1

b) On a fn(0) = 0, donc fn est de la forme xQn(x), o�u Qn est polynomiale.
On en d�eduit que fn+1 est la primitive nulle en 0 de x 7! 1+ x2Q2

n
(x), donc

est de la forme x 7! x+ x3Rn(x), o�u Rn est polynomiale :

8n 2 N� ; fn(x) = x+ �nx
3 + � � �

c) Donc : 8n 2 N� ; f 0n(0) = 1; f 00n(0) = 0

3. 8n � 1;8x 2 [0; �=4]; f 0n(x) = 1 + f2
n�1(x) et 0 6 fn�1(x) 6 tanx 6 1,

donc :

8n � 1;8x 2 [0; �=4]; 0 6 f 0
n
(x) 6 2

Le r�esultat �etant banalement vrai pour n = 0.

Par l'in�egalit�e des accroissements �nis, on a donc :

8n � 1;8x; y 2 [0; �=4]; jfn(x) � fn(y)j 6 2jx� yj
et, par passage �a la limite lorsque n tend vers l'in�ni :

8x; y 2 [0; �=4]; jf(x)� f(y)j 6 2jx� yj
Ainsi f est 2-lipschitzienne, donc continue.
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Exercice 2.

On note E = M2(R) l'espace vectoriel des matrices d'ordre 2 �a coe�cients
r�eels.

On pose :

M1 =

�
1 0
0 0

�
; M2 =

�
0 1
0 0

�
; M3 =

�
0 0
1 0

�
; M4 =

�
0 0
0 1

�

1. Montrer rapidement que (M1;M2;M3;M4) forme une base de E.

Soit A =

�
1 2
0 2

�
.

2. Soit T l'application d�e�nie sur E par, pour tout M 2 E : T (M) =
AM �MA

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.

b) D�eterminer une base de KerT et une base de ImT .

3. a) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

On note P la matrice de passage de la base canonique de R2 �a une base
de vecteurs propres de A.

b) Calculer T (PMiP
�1), pour i 2 f1; 2; 3; 4g.

En d�eduire que T est diagonalisable.

Solution :

1. A =

�
a b
c d

�
2 M2(R) s'�ecrit d'une faon et d'une seule comme combinai-

son lin�eaire des matrices M1;M2;M3 et M4 :

A = aM1 + bM2 + cM3 + dM4

Donc (M1;M2;M3;M4) est une base de M2(R).

2. a) T est bien une application de M2(R) dans M2(R).
Pour toutes matrices et tout scalaire :
T (M + �N) = A(M + �N)� (M + �N)A = AM �MA+ �(AN �NA)

= T (M) + �T (N)

T 2 L�M2(R)
�

b) Pour M =

�
a b
c d

�
, on a AM �MA =

�
2c 2d� 2a� b
c �2c

�
.

? M 2 Ker(T )() c = 0 et b = 2(d� a), Ker(T ) est donc l'espace vectoriel

des matrices de la forme

�
a 2(d� a)
0 d

�
.
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On peut choisir pour base de Ker(T ), par exemple la famille (I; A).

? Im(T ) est form�e des matrices de la forme

�
2c �
c �2c

�
, ce sous-espace est

de dimension 2 et on peut choisir comme base de cet espace la famille��
2 0
1 �2

�
;

�
0 1
0 0

��

3. a) La matrice A est trigonale sup�erieure, ses valeurs propres sont donc en
�evidence et Spec(A) = f1; 2g.
La matrice A est carr�ee d'ordre deux et admet deux valeurs propres : elle est
diagonalisable.

b) Il existe donc une matrice P 2 GL2(R) telle que P�1AP = D =�
1 0
0 2

�
(il n'est pas n�ecessaire de d�eterminer explicitement P ).

T (PMiP
�1) = APMiP

�1 � PMiP
�1A = PDMiP

�1 � PMiDP
�1

= P (DMi �MiD)P�1.

Or si M =

�
a b
c d

�
, on a DM �MD =

�
0 �b
c 0

�
et donc :

8>><
>>:

DM1 �M1D = 0

DM2 �M2D = �M2

DM3 �M3D =M3

DM4 �M4D = 0

, i.e.

8>><
>>:

T (PM1P
�1) = 0

T (PM2P
�1) = �PM2P

�1

T (PM3P
�1) = PM3P

�1

T (PM4P
�1) = 0

En�n, les quatre matrices PM1P
�1; PM2P

�1; PM3P
�1; PM4P

�1 forment
une famille libre de M2(R), puisque :

4P
i=1

�iPMiP
�1 = 0() P

� 4P
i=1

�iMi

�
P�1 = 0()

4P
i=1

�iMi = 0

Ce qui impose la nullit�e des coe�cients �i.

On vient donc de d�eterminer une base deM2(R) form�ee de vecteurs propres
pour T et T est diagonalisable.

Exercice 3.

Soient X et Y deux variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace proba-
bilis�e, ind�ependantes, et suivant toutes deux la loi g�eom�etrique de param�etre
p avec p 2 ]0; 1[.

On pose D = Y �X si Y > X et D = 0 sinon.

1. Donner la loi de D.

2. Montrer que D admet une esp�erance et donner sa valeur en fonction de p.

Solution :
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1. D prend ses valeurs dans N, et par balayage des cas possibles et
ind�ependance des variables al�eatoires X et Y :

? 8 k 2 N� ; P (D = k) =
1P
i=1

P (X = i)P (Y = k + i) =
1P
i=1

pqi�1pqk+i�1

8 k 2 N� ; P (D = k) = p2qk
1P
i=1

(q2)i�1 =
p2qk

1� q2
=

pqk

1 + q

? D'o�u : P (D = 0) = 1�
1P
k=1

pqk

1 + q
= 1� pq

(1 + q)(1� q)
= 1

1 + q

2. Sous r�eserve de convergence :

E(D) =
1P
k=0

kP (D = k) =
1P
k=1

kP (D = k) =
pq

1 + q

1P
k=1

kqk�1

On reconnâ�t une s�erie de r�ef�erence convergente, donc D a une esp�erance et :

E(D) =
pq

1 + q
1

(1� q)2
=

q
p(1 + q)

Exercice 4.

Soit : E =

�
A 2M2(R)=A =

�
a b
c �a

�
avec a2 + bc > 0

�

1. E est-il un sous-espace vectoriel de M2(R) ?

Dans toute la suite de l'exercice, A est un �el�ement de E.

2. Pour tout n 2 N, calculer An.

3. On consid�ere les sommes :

S1 =
nP

k=0

A2k+1

(2k + 1)!
et S2 =

nP
k=0

A2k

(2k)!

a) Montrer, en les d�eterminant, qu'il existe deux matricesX et Y deM2(R)
et deux suites num�eriques (an) et (bn) telles que :

S1 = anX et S2 = bnY

b) Calculer lim
n!+1

an et lim
n!+1

bn.

4. Montrer que la matrice A est diagonalisable et d�eterminer ses valeurs
propres (on pourra utiliser l'expression trouv�ee pour A2).

Solution :

1. E ne contient pas la matrice nulle, donc n'est pas un espace vectoriel.

2. Si A =

�
a b
c �a

�
, alors A2 = (a2 + bc)

�
1 0
0 1

�
= (a2 + bc)I2 et, par

r�ecurrence, pour tout n de N :

A2n = (a2 + bc)nI2 ; A
2n+1 = (a2 + bc)nA
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3. a) D'o�u : S1 =
� nP
k=0

(a2 + bc)k

(2k + 1)!

�
A et S2 =

� nP
k=0

(a2 + bc)k

(2k)!

�
I

Ainsi : an =
nP

k=0

(a2 + bc)k

(2k + 1)!
, X = A ; bn =

nP
k=0

(a2 + bc)k

(2k)!
, Y = I .

b) On sait que pour tout r�eel x, on a :
1P
k=0

xk

k!
= ex, d'o�u :

1P
k=0

(�1)kxk
k!

=

e�x et, par somme et di��erence :
1P
k=0

x2k

(2k)!
= ex + e�x

2
;
1P
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
= ex � e�x

2

Posons alors d =
p
a2 + bc, on obtient :

lim
n!1

bn = ed + e�d

2
; lim
n!1

an = ed � e�d

2d

4. Comme A2 = (a2 + bc)I2, si � est valeur propre de A, alors �2 = a2 + bc.
Les valeurs propres possibles de A sont donc d et �d.
? On a

�
a b
c �a

��
x
y

�
= d

�
x
y

�
()

�
(a� d)x + by = 0
cx� (a+ d)y = 0

Comme (a � d)(�a � d) � bc = �a2 � bc + d2 = 0, les deux �equations sont

proportionnelles et d est e�ectivement valeur propre.

? On montre de la même faon que �d est valeur propre et A est une matrice
carr�ee d'ordre 2 ayant deux valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable.

Exercice 5.

On consid�ere p (p � 2) bô�tes B1; B2; : : : Bp. On sait que l'une d'entre elles
contient un objet O. On ouvre successivement, au hasard, les bô�tes jusqu'�a
savoir dans laquelle se trouve O.
Soit X la variable al�eatoire �egale au nombre de bô�tes ouvertes.

D�eterminer la loi de X ainsi que ses deux premiers moments.

Solution :

Il convient de faire attention aux termes de l'�enonc�e : on veut savoir o�u est
l'objet et le nombre de bô�tes que l'on peut avoir �a ouvrir varie de 1 (si l'objet
est localis�e imm�ediatement) �a p� 1 (si les (p� 1) premi�eres bô�tes ouvertes
sont vides, on sait o�u est l'objet !).

Ainsi X(
) � [[1; p � 1]] et même X(
) = [[1; p � 1]], puisque toutes les
situations interm�ediaires sont possibles.

? P (X = 1) = 1
p
(succ�es d�es la premi�ere ouverture).

? P (X = 2) =
p� 1
p

�
1

p� 1
= 1
p
(le premier essai est un �echec et le deuxi�eme

am�ene le succ�es).
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? P (X = 3) =
p� 1
p

�
p� 2
p� 1

�
1

p� 2
= 1
p
(deux �echecs, puis le succ�es).

? Plus g�en�eralement 8 k 2 [[1; p� 2]]; P (X = k) = 1
p
�

? En�n, P (X = p� 1) = 1�
p�2P
k=1

P (X = k) = 2
p
�

On en d�eduit : E(X) =
P

k:P (X = k) = 1
p

p�2P
k=1

k + (p� 1)2
p

et sachant que
nP
i=1

i =
n(n+ 1)

2
:

E(X) =
(p+ 2)(p� 1)

2p

Puis E(X2) =
P

k2P (X = k) = 1
p

p�2P
k=1

k2 + (p� 1)2 2
p

et sachant que
nP
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

E(X2) =
(p� 1)(2p2 + 2p� 3)

6p

La variance s'en d�eduirait, par la formule de Koenig : V (X) = E(X2) �
[E(X)]2.

Exercice 6.

Pour tout n 2 N, on pose : In =

Z �=2

�=6

(cosx)n

sinx
dx

1. Montrer que lim
n!+1

In = 0.

2. La s�erie de terme g�en�eral In est{elle convergente ?

3. Etablir une relation de r�ecurrence entre In et In+2, pour n 2 N.

4. En d�eduire :
1P
k=1

1
2k

�p3
2

�2k
.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est d�e�nie et continue sur le segment d'int�egration :

il n'y a pas de probl�eme d'existence et 8x 2 ��
6
; �
2

�
; 0 6 cosx 6

p
3
2
; sinx �

1
2
�

Par cons�equent : 0 6
(cosx)n

sinx
6 2

�p3
2

�n
et :

0 6 In 6
2�
3

�p3
2

�n
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Comme 0 <

p
3
2

< 1, lim
n!1

�p3
2

�n
= 0 et, par encadrement :

lim
n!1

In = 0

2. De plus, la s�erie de terme g�en�eral In est convergente, car il s'agit d'une s�erie
de terme g�en�eral positif major�e par le terme g�en�eral d'une s�erie g�eom�etrique
convergente.

3. On �ecrit, pour tout n de N :

In+2 =

Z �=2

�=6

(cosx)n+2

sinx
dx =

Z �=2

�=6

(cosx)n(1� sin2 x)
sinx

dx

= In �
Z

�=2

�=6

cosn x sinx dx

Cette derni�ere int�egrale se calcule �a vue et :

In+2 = In +
h

1
n+ 1

cosn+1 x
i�
2

�
6

= In � 1
n+ 1

�p3
2

�n+1

4. En ne consid�erant que les indices impairs, on a donc par sommation :

8n 2 N� ;
nP

k=1

I2k+1 =
nP

k=1

I2k�1 �
nP

k=1

1
2k

�p3
2

�2k

et, en simpli�ant :
nP

k=1

1
2k

�p3
2

�2k
= I1 � I2n+1

La suite (I2n+1) convergeant vers 0, la s�erie propos�ee est convergente et :
1P
k=1

1
2k

�p3
2

�2k
= I1

Or I1 =

Z �=2

�=6

cosx
sinx

dx =
h
ln(sinx)

i�
2

�
6

= ln 2 et �nalement :

1P
k=1

1
2k

�p3
2

�2k
= ln 2

Exercice 7.

Soit (Xk) une suite de variables al�eatoires r�eelles d�e�nies sur un même espace
probabilis�e (
;B; P ), ind�ependantes et suivant chacune la loi de Poisson de
param�etre � > 0. Pour tout n 2 N� , on pose :

Sn =
nP

k=1

Xk

1. a) Montrer que S2 suit la loi de Poisson de param�etre 2�.

b) Montrer par r�ecurrence que Sn suit la loi de Poisson de param�etre n�.

2. Pour n 2 N tel que n � 2, on pose Yn =
�
1� 1

n

�Sn
.

a) Montrer que Yn est une variable al�eatoire discr�ete �a valeurs dans ]0; 1].
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b) D�eterminer la loi de Yn, son esp�erance et sa variance.

c) En d�eduire un estimateur sans biais de e��. Cet estimateur est-il
convergent ?

Solution :

1. a) X1 +X2 prend ses valeurs dans N et pour tout n de N, on obtient par
disjonction des cas et ind�ependance de X1 et X2 :

P (S2 = n) = P
� nS
k=0

[(X1 = k) \ (X2 = n� k)]
�

=
nP

k=0

P (X1 = k)P (X2 = n� k) = e�2�
nP

k=0

�k

k!
�n�k

(n� k)!

= e�2�

n!

nP
k=0

Ck

n�
k�n�k = e�2�

n!
(�+ �)n

S2 ,! P(2�)
b) Supposons que pour un certain rang n, Sn ,! P(n�), alors comme Xn+1

est ind�ependante de X1; : : : ; Xn, la variable al�eatoire Xn+1 est ind�ependante
de Sn et un calcul du même type que celui que l'on vient de faire montre que
Sn+1 = Sn+Xn+1 suit la loi de Poisson de param�etre n�+�. Par le principe
de r�ecurrence :

8n 2 N� ; Sn ,! P(n�)

2. a) Sn prend ses valeurs dans N, donc Yn prend les valeurs
�
1� 1

n

�k
, k 2 N

(et deux valeurs distinctes de k donnent deux valeurs distinctes de
�
1� 1

n

�k
).

Toutes ces valeurs sont bien strictement positives et inf�erieures ou �egales �a 1.

b) ? On a : P
�
Yn =

�
1� 1

n

�k�
= P (Sn = k) =

e�n�(�n)k

k!
.

? Yn est une variable born�ee, donc admet une esp�erance et :

E(Yn) =
1P
k=0

�
1� 1

n

�k e�n�(�n)k

k!
= e�n�

1P
k=0

(�n� �)k

k!
= e�n�en���

E(Yn) = e��

? De même, Yn a un moment d'ordre 2 et :

E(Y 2
n
) =

1P
k=0

�
1� 1

n

�2k e�n�(�n)k

k!
= e�n�

1P
k=0

(�n� 2�+ �

n
)k

k!

Soit : E(Y 2
n
) = e�n�e�n�2�+

�
n = e�2�+

�
n et :

V (Yn) = E(Y 2
n
)� [E(Yn)]

2 = e�2�(e
�
n � 1)

c) Comme E(Yn) = e��, Yn est un estimateur sans biais de e�� et comme

lim
n!1

V (Yn) = 0, cet estimateur est convergent.
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Exercice 8.

Soit n 2 N� et fn la fonction d�e�nie par :

fn : x 7! �1 + x+ x2

2
+ � � �+ xn

n
1. Montrer que pour tout n � 2, il existe un unique xn dans ]0; 1[ tel que
fn(xn) = 0.

2. a) Montrer que la suite (xn)n�2 est d�ecroissante.

b) Montrer que 1 + ln(1� xn) +

Z xn

0

tn

1� t
dt = 0.

En d�eduire la limite de la suite (xn)n�2.

Solution :

1. La fonction fn est d�erivable sur [0; 1] et f 0n(x) = 1 + x+ � � �+ xn�1 > 0.

Donc la fonction fn est continue strictement croissante sur [0; 1], avec :

fn(0) = �1 < 0 et fn(1) > 0.

Par le th�eor�eme de la bijection, on en d�eduit que fn s'annule une fois et une
seule sur ]0; 1[, en un point que l'on note xn.

2. a) On a fn+1(xn) = fn(xn) +
xn+1n

n+ 1
= 0 +

xn+1n

n+ 1
> 0.

Or fn+1(xn+1) = 0 et fn+1 est �egalement croissante, donc xn > xn+1 :

La suite (xn) est d�ecroissante et minor�ee par 0, donc convergente de limite
not�ee `.

b) Pour t 2 [0; xn], on a t 6= 1 et l'identit�e g�eom�etrique donne :

1 + t+ t2 + � � �+ tn�1 = 1� tn

1� t
= 1

1� t
� tn

1� t

D'o�u, en int�egrant entre 0 et xn :

1 = xn + xn

2
+ � � �+ xnn

n
= � ln(1� xn)�

Z
xn

0

tn

1� t
dt

Soit : 1 + ln(1� xn) = �
Z

xn

0

tn

1� t
dt

Mais :

0 6

Z xn

0

tn

1� t
dt 6 1

1� xn

Z xn

0

tn dt = 1
1� xn

�
xn+1n

n+ 1
6 1

(n+ 1)(1� xn)

et comme, par d�ecroissance de la suite (xn), 0 6 ` < 1, on obtient par
encadrement :

lim
n!1

Z
xn

0

tn

1� t
dt = 0

Soit 1 + ln(1� `) = 0, i.e. ` = 1� e�1 et :
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lim
n!1

xn = 1� e�1

Exercice 9.

Une machine �a sous fonctionne de la faon suivante : lorsque l'on joue 1 euro,
elle rend
� 3 euros avec la probabilit�e a ;
� 2 euros avec la probabilit�e b ;
� 0 euros avec la probabilit�e c.

Avec a+ b+ c = 1.
Un joueur poss�ede N euros et d�ecide de jouer n fois.
On pose X0 = N et pour tout i tel que 1 6 i 6 n, Xi est la variable al�eatoire
qui repr�esente la fortune du joueur �a l'issue de la i�eme partie.

1. D�eterminer la loi de X1 et la valeur de E(X1).

2. D�eterminer la loi de X2 et la valeur de E(X2).

3. D�eterminer, plus g�en�eralement, la valeur de E(Xk), pour 0 6 k 6 n.

Solution :

1.
X1 N � 1 N + 1 N + 2

P (X1 = k) c b a

et E(X1) = N + 2a+ b� c

2. En listant tous les cas possibles :

X2 �N �2 0 1 2 3 4

P (X2 = N + k) c2 2bc 2ac b2 2ab a2

et E(X2) = N � 2c2 + 2ac+ 2b2 + 6ab+ 4a2 = N + 2(a+ b+ c)(2a+ b� c)

et puisque a+ b+ c = 1 :
E(X2) = N + 2(2a+ b� c)

3. Plus g�en�eralement, soit Gi le gain de la ime partie. Pour tout i, Gi a même
loi que X1 �N et E(Gi) = 2a+ b� c.
Comme Xk = N +G1 + � � �+Gk, il vient :

E(Xk) = N + k(2a+ b� c)

Exercice 10.

On consid�ere la suite d�e�nie par son premier terme u0 strictement positif et
la relation de r�ecurrence : pour tout n de N, un+1 =

un
u2
n
+ un + 1

.

1. V�eri�er que la suite (un)n2N est ainsi bien d�e�nie.
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2. Montrer que la suite (un)n2N est positive et d�ecroissante. En d�eduire qu'elle
est convergente et pr�eciser la valeur de sa limite.

3. a) Montrer, par r�ecurrence, que pour tout entier n strictement positif, on

a : 0 6 un 6
1
n
.

b) Montrer que pour tout entier k on a : 1
uk+1

� 1
uk

= 1 + uk.

c) Montrer que pour tout entier k strictement positif, on a :

1
k + 1

6 ln(k + 1)� ln(k).

d) Quelle est la limite lorsque n tend vers l'in�ni de
ln(n)
n

?

e) En d�eduire la limite lorsque n tend vers l'in�ni de n:un.

Solution :

1. Puisque u0 > 0, u1 est bien d�e�ni et u1 > 0. Une r�ecurrence �el�ementaire
montre que la suite (un) est bien d�e�nie et �a valeurs strictements positives.

2. Pour n 2 N; un+1
un

= 1
u2
n
+ un + 1

< 1, la suite �etant �a termes positifs, on

en d�eduit sa d�ecroissance.

D�ecroissante et minor�ee par 0, (un) converge et sa limite ` v�eri�e ` =
`

`2 + `+ 1
, d'o�u ` = 0 :

lim
n!1

un = 0

3. a) u1 =
u0

u20 + u0 + 1
< u0
u0

= 1 et si pour un certain rang n, un 6
1
n
, alors :

un+1 � 1
n+ 1

=
n:un � u2n � 1

(n+ 1)(u2
n
+ un + 1)

6
n:un � 1

(n+ 1)(u2
n
+ un + 1)

6 0

Ainsi la propri�et�e est vraie au rang 1 et est h�er�editaire, on conclut par le
principe de r�ecurrence :

8n 2 N� ; un 6 1
n

b) 1
uk+1

� 1
uk

=
u2k + uk + 1

uk
� 1
uk

= uk + 1.

c) Par d�ecroissance de la fonction t 7! 1
t
sur [k; k + 1], ou par l'in�egalit�e

des accroissements �nis :

ln(k + 1)� ln k =

Z
k+1

k

dt
t
>

Z
k+1

k

dt
k + 1

= 1
k + 1

d) On sait que lim
n!1

lnn
n

= 0.
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e) Par it�eration du r�esultat b), on a :

8n 2 N� ; 1
un

� 1
u0

= n+ u0 + u1 + � � �+ un�1

Or : 0 < u1 + u2 + � � �+ un�1 6 1 + 1
2
+ � � �+ 1

n� 1
6 lnn (r�esultat c))

Par cons�equent 1
u0

+ u0 + u1 + � � �+ un�1 est n�egligeable devant n (r�esultat

d)) et 1
un

est �equivalent �a n, i.e. :

lim
n!1

n:un = 1

Exercice 11.

On consid�ere une entreprise de 400 salari�es. La moyenne et l'�ecart-type du
salaire mensuel de tout le personnel sont respectivement x = 10000 F et
�(x) = 2000 F. Le salaire le plus bas est 6000 F et le salaire le plus �elev�e est
30000 F.

�A la suite d'une gr�eve, des n�egociations salariales s'ouvrent. �A l'issue de
celles-ci, le salaire de chaque salari�e sera major�e en appliquant la formule
g�en�erale suivante : yi = axi + b, o�u :

� le nombre xi repr�esente le salaire du salari�e i avant l'augmentation,

� le nombre yi repr�esente le salaire du salari�e i apr�es l'augmentation,

� les coe�cients a et b sont �a d�eterminer.

Trois propositions sont sur la table des n�egociations :

P1 : augmenter la masse salariale de 5% tout en laissant inchang�ee la
dispersion des salaires mesur�ee par l'�ecart-type.
P2 : augmenter la masse salariale de 5% tout en laissant inchang�ee la

dispersion relative des salaires mesur�ee par le coe�cient de variation CV =
ecart�type
moyenne

.

P3 : r�eduire de 2% la dispersion des salaires mesur�ee par l'�ecart-type tout en
augmentant la masse salariale d'un montant tel qu'aucun salaire ne diminue.

1. Calculer la masse salariale et le coe�cient de variation des salaires avant
l'augmentation.

2. Pour chacune des trois propositions en pr�esence :

a) Calculer les param�etres a et b �a utiliser. (Pour P3 on prendra la plus
petite valeur de b v�eri�ant toutes les conditions).

b) Calculer la moyenne du nouveau salaire mensuel.

3. Autour de la table de n�egociations, on trouve trois groupes : des
repr�esentants de la direction, des repr�esentants des cadres et des repr�esentants
des salari�es non cadres, chaque groupe ayant formul�e une des trois proposi-
tions.
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a) Calculer, en pourcentage, l'augmentation de la masse salariale corre-
spondant �a la proposition P3.

b) Donner l'allure de la repr�esentation graphique, dans un même rep�ere,
du nouveau salaire y en fonction de l'ancien x pour chacune des propositions.
On s'int�eressera uniquement �a la position relative de ces droites.

c) Identi�er, en utilisant les r�esultats pr�ec�edents, de quel groupe �emane
chacune des propositions.

Solution :

1. La masse salariale est
P

xi = n:x = 4000 000 et CV =
�(x)
x

= 0;2.

2. a) yi = axi + b donne y = ax+ b et �(y) = a�(x) (a > 0).

? Pour P1, �(x) = �(y) et y = 1;05:x, soit a = 1 et b = 500 :

yi = xi + 500

? Pour P2,
�(x)
x

=
�(y)
y

() �(x)
x

=
a�(x)
ax+ b

() b = 0 etP
yiP
xi

= 1;05() a = 1;05 :

yi = 1;05:xi

? Pour P3, �(y) = 0;98�(x)() a = 0;98 et
8 i; 0;98xi + b � xi () b � 0;02:xmax

La plus petite valeur de b qui convient est donc b = 600 et :

yi = 0;98:xi + 600

b) On obtient :
Pour P1 : y = x+ 500 = 10 500
Pour P2 : y = 1;05:x = 10 500
Pour P3 : y = 0;98:x+ 600 = 10 400

3. a) Pour P3 :

P
yiP
xi

= 1;04() l'augmentation de la masse salariale est de

4%.

b) La construction des trois droites est sans probl�eme et on remarque que :
? D2 et D3 se croisent au point de coordonn�ees (8571;43; 9000), D2 �etant
au-dessus de D3 pour x > 8571;43.
? D2 et D1 se croisent au point de coordonn�ees (10000; 10500), D2 �etant
au-dessus de D1 pour x > 10000.

c) La proposition P3 minimise l'augmentation salariale, donc a sûrement
�et�e propos�ee par la direction.

Entre P1 et P2, les bas salaires sont favoris�es par P1 et les hauts salaires par
P2 : : :


