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ANALYSE

Exercice 1.

1. D�eterminer l'ensemble D des r�eels x pour lesquels l'int�egrale

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt

est convergente.

On pose alors, pour tout x 2 D : '(x) =

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt

2. a) Montrer que pour tout x 2 D : '(x) + '(x+ 1) = 1
x

b) Montrer que pour tout x 2 D : 1
2x

� '(x) � 1
x

En d�eduire lim
x!+1

'(x).

c) Soit  une application d�e�nie sur D et qui v�eri�e :

� pour tout x 2 D :  (x) +  (x+ 1) = 1
x
,

� lim
x!+1

 (x) = 0.

On pose d = '�  .

Montrer que d est 2{p�eriodique. En d�eduire que d est identiquement nulle

sur D.

3. Calculer pour tout k 2 N
� : '

�
k + 1

2

�
+ '

�
k � 1

2

�
En posant uk = (�1)k'

�
k+ 1

2

�
et en utilisant uk�uk�1, exprimer '

�
n+

1

2

�
,

puis '(n+ 1) en fonction de n.

4. En d�eduire que les s�eries
P
k>1

(�1)k�1

2k � 1
et
P
k>1

(�1)k�1

k
sont convergentes et

calculer leurs sommes respectives.
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Solution :

1. Au voisinage de 0, t
x�1

1 + t
est �equivalente �a 1

t1�x
. L'int�egrale converge donc

sur [0; 1] si et seulement si x > 0. Ainsi la fonction ' est d�e�nie sur R�+ .

2. a) Pour tout x > 0 :

'(x) + '(x+ 1) =

Z 1

0

tx + tx�1

1 + t
dt =

Z 1

0

tx�1dt = 1
x

b) Pour t 2 [0; 1], 1 6 1 + t 6 2 donne :

1
2x
6

Z 1

0

tx�1

1 + t
dt 6 1

x

On en d�eduit que lim
x!+1

'(x) = 0

c) La fonction ' v�eri�e les mêmes conditions que la fonction  . Si d = '� ,
il vient, pour tout x > 0, d(x+ 1) + d(x) = 0, donc d(x + 2)� d(x) = 0.

Donc pour tout n 2 N, d(x+2n)� d(x) = 0. La fonction d tendant vers 0 en

l'in�ni, il reste �a prendre la limite lorsque n tend vers l'in�ni pour conclure

que pour tout x > 0; d(x) = 0.

3. Pour tout k 2 N
� , '

�
k + 1

2

�
+ '

�
k � 1

2

�
= 2

2k � 1
Ainsi pour tout k 2 N

� :

uk � uk�1 =
2(�1)k
2k � 1

; et un � u0 =
nP

k=1

(uk � uk�1) = 2
nP

k=1

(�1)k
2k � 1

Or, par le changement de variable t = u� 2, puis u = tan v :

u0 = '
�1
2

�
=

Z 1

0

dt
(1 + t)

p
t
= 2

Z 1

0

du
1 + u2

= �
2

Donc :

'
�
n+ 1

2

�
= 2(�1)n

��
4
�

nP
k=1

(�1)k�1

2k � 1

�
De même pour tout k 2 N

� , '(k + 1) + '(k) = 1
k
. On pose alors :

vk = (�1)k'(k) et un calcul analogue au calcul pr�ec�edent donne :

vn � v1 =
nP

k=2

(vk � vk�1) =
nP

k=1

(�1)k
k

Or : v1 = '(1) =

Z 1

0

dt
1 + t

= ln 2

ce qui donne : '(n+ 1) = (�1)n
�
ln 2�Pn

k=1

(�1)k�1

k

�
4. On d�eduit de la question 2. b que les s�eries

P
k>1

(�1)k�1

2k � 1
et
P
k>1

(�1)k�1

k

sont convergentes et que :
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1P
k=1

(�1)k�1

2k � 1
= �

4
;

1P
k=1

(�1)k�1

k
= ln 2

Exercice 2.

On consid�ere une suite (�n)n>0 de r�eels strictement positifs et deux nombres

r�eels u0 et v0. On d�e�nit les suites (un)n>0 et (vn)n>0 par r�ecurrence en

posant pour n > 1 : �
un = un�1 + �nvn�1

vn = vn�1 � �nun�1

1. Montrer que pour tout n > 1 :

u2n + v2n = (u20 + v20)
nQ

k=1

(1 + �2
k
)

2. On suppose dans cette question que pour tout n 2 N; �n = � 2 R
�
+ .

a) Montrer que les deux suites (un) et (vn) sont de même nature (c'est-�a-

dire que l'une converge si et seulement si l'autre converge).

b) En d�eduire que si (u0; v0) 6= (0; 0), alors ces deux suites divergent.

3. Soient (x1; x2; : : : ; xn), n r�eels positifs. Montrer que :
nQ

k=1

(1 + xk) � ex1+x2+���+xn

4. On suppose dans cette question que la s�erie
P
�2
n
converge.

a) Montrer que la suite (wn) d�e�nie pour tout n 2 N par wn = u2n+ v
2
n est

born�ee.

b) En d�eduire que la suite (wn) est convergente.

5. On suppose dans cette question que pour tout n 2 N; �n = 2�n

a) Pour n > 1, exprimer un en fonction de u0; v0; v1; : : : ; vn�1.

b) Pour n > 1, exprimer vn en fonction de v0; u0; u1; : : : ; un�1.

c) On suppose que u0 = 1 et v0 = 0. Montrer que les suites (un) et (vn)

sont convergentes.

Solution :

1. Avec les relations de r�ecurrence, il vient :�
u2
k
= u2

k�1 + �2
k
v2
k�1 + 2�kuk�1vk�1

v2
k
= v2

k�1 + �2
k
u2
k�1 � 2�kuk�1vk�1

D'o�u l'on tire : u2
k
+ v2

k
= (1 + �2

k
)(u2

k�1 + v2
k�1)

et par suite on a bien :

u2
n
+ v2

n
= (1 + �2

n
) : : : (1 + �2

1)(u
2
0 + v20)

Remarque : On peut aussi poser zn = un+ ivn et exprimer zk en fonction de

zk�1, la formule propos�ee traduit alors en fait une �egalit�e de modules: : :
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2. a) Supposons que la suite (un) converge vers une limite `.

Comme on a vn = 1
�
(un�un�1), on en d�eduit que la suite (vn) converge vers

0, la relation vn = vn�1 � �un�1 implique alors que ` = 0. Les deux suites

convergent vers 0.

On montrerait la même chose en supposant au d�epart que la suite (vn)

converge.

b) Supposons (u0; v0) 6= (0; 0) et que l'une des suites converge, alors les

deux suites convergent vers 0 et lim
n!1

(u2n + v2n) = 0.

Or u2n + v2n = (1 + �2)n(u20 + v20) �!
n!1

+1 et la contradiction est claire.

Les deux suites sont donc divergentes.

3. On sait que pour x > �1; ln(1 + x) 6 x, soit 1 + x 6 ex. On obtient

l'in�egalit�e demand�ee par simple multiplication.

4. a) On a (1 + �2
n) : : : (1 + �2

1) 6 e�
2
1+�

2
2+���+�

2
n 6 e

1P
k=1

�
2
k

= A.

On d�eduit alors de la question 1. : u2n + v2n 6 A(u20 + v20), la suite (wn) =

(u2
n
+ v2

n
) est donc major�ee.

b) Le r�esultat de la question 1. montre �egalement que la suite (u2n + v2n)

est croissante, elle est donc convergente.

5. a) Comme uk � uk�1 = �kvk�1, on en d�eduit :

un = u0 + v0 +
1
2
v1 + � � �+ 1

2n�1 vn�1

b) Comme vk � vk�1 = ��kuk�1, on en d�eduit :

vn = v0 �
�
u0 +

1
2
u1 + � � �+ 1

2n�1 un�1

�
c) On a u0 = 1 et v0 = 0. La s�erie de terme g�en�eral �2

k
�etant ici convergente,

on sait que la suite (u2n + v2n) est born�ee. Les suites (jun]) et (jvnj) sont

donc born�ees et les s�eries de termes g�en�eraux respectifs 1
2n
un et 1

2n
vn sont

absolument convergentes, donc convergentes.

Des r�esultats a) et b) on d�eduit alors la convergence des suites (un) et (vn).

Exercice 3.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0; 1] dans R.

Pour toute fonction f 2 E, on d�e�nit une nouvelle fonction �[f ] par, pour

tout x 2 [0; 1] :

�[f ](x) =

Z x

0

f(t) dt

1. Justi�er que �[f ] 2 E.
2. a) On note �0 = Id et pour tout n entier tel que n > 1;�n = � ��n�1.

Calculer
�
�n[f ]

�(p)
(0) (d�eriv�ee d'ordre p en 0 de �n[f ]), pour 0 6 p 6 n.
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b) En d�eduire une expression de �n[f ] �a l'aide d'une seule int�egrale.

3. Soit f 2 E et x 2 [0; 1]. Justi�er que la s�erie
P
n2N

�n[f ](x) converge.

4. Montrer que, pour toute fonction f 2 E, il existe une unique fonction

g 2 E telle que :

g ��[g] = f

Solution :

1. �[f ] n'est autre que la primitive de f qui s'annule en 0 (car f est continue).

Elle est donc d�erivable sur [0; 1] et a fortiori continue. Ainsi �[f ] 2 E, pour
tout f 2 E.
2. a) La fonction �[f ] est caract�eris�ee par : (�[f ])0 = f et �[f ](0) = 0, donc :�

�[f ](0) = 0

(�[f ])0(0) = f(0)

Supposons que pour un certain k > 0, �k[f ] soit caract�eris�ee par :�
�k[f ](0) = 0

(�k[f ])0 = �k�1[f ]

Alors �k+1[f ](x) =

Z
x

0

�k[f ](t) dt v�eri�e :�
�k+1[f ](0) = 0

(�k+1[f ])0 = �k[f ]
Ainsi, pour tout entier p > 0 :

(�k[f ])(p) = (�k�1[f ])(p�1) = � � � =
�
0 si p < k

f(0) si p = k

b) La formule de Taylor avec reste int�egral nous donne, pour tout entier

naturel n, et tout x 2 [0; 1] :

�n[f ](x) =
n�1P
p=0

(�n[f ])(p)(0)x
p

p!
+

Z x

0

(�n[f ])(n)(t)
(x � t)n�1

(n� 1)!
dt

ou, pour n > 1 :

�n[f ](x) =

Z x

0

f(t)
(x� t)n�1

(n� 1)!
dt

3. Pour tout x 2 [0; 1] :

j�n[f ](x)j 6 sup
x2[0;1]

jf(x)j
Z x

0

(x� t)n�1

(n� 1)!
dt 6 1

n!
sup

x2[0;1]
jf(x)j

qui est le terme g�en�eral d'une s�erie convergente. Les th�eor�emes de comparai-

son des s�eries �a terme positifs permettent de conclure �a la convergence de la

s�erie
P

�n[f ](x).

4. Proc�edons par analyse/synth�ese. Supposons que g soit solution de l'�equation

g ��[g] = f . Alors pour tout k > 0, �k[g]��k+1[g] = �k[f ].
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Sommons ces relations pour k dans f0; 1; : : : ; ng. Il vient, par t�elescopage :

g ��n+1[g] =
nP

k=0

�k[f ]

Par la question pr�ec�edente, pour tout x 2 [0; 1], lim
n!+1

�n+1[g](x) = 0. Donc,

si g existe, alors g =
1P
k=0

�k[f ].

Posons alors g =
1P
k=0

�k[f ]. La fonction g existe d'apr�es la question 3.

Montrons que g v�eri�e l'�equation g � �[g] = f . �A cet e�et, notons, pour

n > 0, gn =
nP

k=0

�k[f ]. On sait que pour tout x 2 [0; 1], lim
n!+1

gn(x) = g(x)

et que :

gn ��[gn] = �0[f ]��n+1[f ] = f � �n+1[f ]

On conclut par le fait que pour tout x 2 [0; 1], lim
n!+1

�n+1[f ](x) = 0.

Montrons en�n la continuit�e de g sur [0; 1]. Notons M = sup
x2[0;1]

jf(x)j. Soit

x 2 [0; 1], h 2 R tel que x+ h 2 [0; 1]. Alors :

jg(x+ h)� g(x)j 6
+1P
n=1

���Z x+h

0

(x+ h� t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt�

Z x

0

(x � t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt

���
+ jf(x+ h)� f(x)j

jg(x+ h)� g(x)j 6
+1P
n=1

M
(n� 1)!

�Z
x

0

((x+ h� t)n�1 � (x� t)n�1) dt

�

+
+1P
n=1

M
(n� 1)!

 Z
x+h

x

(x + h� t)n�1 dt

!
+ jf(x+ h)� f(x)j

jg(x+ h)� g(x)j 6 jf(x+ h)� f(x)j+
+1P
n=1

M
n!

[(�hn + (x+ h)n � xn) + hn]

6 jf(x+ h)� f(x)j+M
�
e�h � 1 + ex+h � ex + h(eh � 1)

�
Cette derni�ere quantit�e tend vers 0 lorsque h tend vers 0 par continuit�e de f

et de la fonction exponentielle.

Ainsi g =
1P
k=0

�k[f ] est l'unique solution de l'�equation propos�ee.

Exercice 4.

Soit F la fonction d�e�nie par : F (x) =

Z +1

0

e�x tp
1 + t2

dt

1. D�eterminer le domaine de d�e�nition D de la fonction F .

2. �Etudier le sens de variation de la fonction F .

3. D�eterminer la limite de F en +1.

4. a) Justi�er, pour x 2 D, la convergence des int�egrales :
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G(x) =

Z +1

x

e�u

u
du et I =

Z 1

0

e�u � 1
u

du

Montrer que G(x) = � lnx + G(1) + I + o(1), en d�eduire que G(x) est

�equivalent �a � lnx lorsque x tend vers 0 par valeurs sup�erieures.

b) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

H(x) =

Z +1

0

e�xt

t+ 1
dt

et d�eduire du a) que H(x) est �equivalent �a � lnx lorsque x tend vers 0 par

valeurs sup�erieures.

c) Calculer la d�eriv�ee de la fonction g(t) = ln
�
t +

p
1 + t2

�
et en d�eduire

la valeur de l'int�egrale :

J =

Z +1

0

�
1p
1 + t2

� 1
1 + t

�
dt

d) En d�eduire un �equivalent de F (x) quand x tend vers 0 par valeurs

sup�erieures.

Solution :

1. La fonction fx : t 7! e�xtp
1 + t2

est continue sur R+ , donc int�egrable sur

tout segment de cet intervalle.

Au voisinage de +1, fx(t) � gx(t) =
e�xt

t
.

� si x < 0, lim
t!+1

tgx(t) = +1, ce qui entrâ�ne que l'int�egrale n'existe pas.

� si x = 0, fx(t) � 1
t
, ce qui entrâ�ne que l'int�egrale n'existe pas.

� si x > 0, lim
t!+1

t2gx(t) = 0, ce qui entrâ�ne l'existence de l'int�egrale.

Le domaine de d�e�nition D de F est donc R�+ .

2. La fonction F est strictement d�ecroissante sur D, puisque si 0 < x < y,

alors, pour tout t > 0 : e�xtp
1 + t2

> e�ytp
1 + t2

et la continuit�e des fonctions

�a int�egrer permet de conclure �a l'in�egalit�e stricte pour les int�egrales :

F (x) > F (y)

3. On a : 0 6 F (x) 6

Z 1

0

e�xt dt = 1
x
. Donc :

lim
x!+1

F (x) = 0

4. a) Comme x > 0, u 7! e�u

u
est continue sur [x;+1[, donc int�egrable sur

tout segment de cet intervalle. De plus lim
u!+1

u2 e
�u

u
= 0 entrâ�ne l'existence

de G(x), pour tout x 2 D.
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La fonction u 7! e�u � 1
u

est continue sur l'intervalle ]0; 1] et admet un

prolongement par continuit�e en 0 par 1 (faire un DL). Le r�eel I existe donc.

Calculons G(x) + lnx�G(1)� I . Par la relation de Chasles et lnx =

Z x

1

dt
t
,

il vient :

G(x) + lnx�G(1)� I = �
Z x

0

e�u � 1
u

du

La fonction u 7! e�u � 1
u

�etant continue sur [0; 1], elle y est major�ee par une

constante M > 0, et :

jG(x) + lnx�G(1)� I j 6Mx = o(1)

On a donc G(x) + lnx = C + o(1) = O(1) = o(ln x) au voisinage de 0+.

b) La fonction t 7! e�xt

t+ 1
est continue sur R+ . De plus , lim

t!+1
t2 e�xt

t+ 1
= 0,

pour tout x 2 D. D'o�u l'existence de H sur D.

E�ectuons le changement de variable a�ne u = t+ 1. Il vient :

H(x) =

Z +1

1

e�x(u�1)

u
du = exG(x)

On conclut en remarquant que lim
x!0

ex = 1.

c) Un calcul imm�ediat donne : g0(t) = 1p
1 + t2

, d'o�u :

J =

Z +1

0

� 1p
1 + t2

� 1
1 + t

�
dt =

h
ln
� t+p1 + t2

1 + t

�i+1
0

= ln 2

d) Remarquons que :

jF (x) �H(x)j =
���Z +1

0

e�xt
� 1p

1 + t2
� 1

1 + t

�
dt
��� 6 J = ln 2

Donc F (x) + lnx = o(ln x), i.e. :

F (x) �
(0+)

� lnx

Exercice 5.

On pose pour tout couple (x; y) de r�eels strictement positifs :

f(x; y) =

Z +1

�1

et dt
(x:et + 1)(y:et + 1)

:

1. a) V�eri�er la convergence de l'int�egrale ci-dessus.

b) Pour x > 0, calculer f(x; x).

2. Soient x et y deux r�eels strictement positifs distincts.

a) Montrer qu'il existe un unique couple de r�eels (a; b) tel que pour tout

t 2 R on ait :
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1
(x:et + 1)(y:et + 1)

= a
x:et + 1

+ b
y:et + 1

:

On exprimera a et b en fonction de x et y.

b) En d�eduire la valeur de f(x; y).

3. Etudier l'existence de d�eriv�ees partielles pour f .

La fonction f est-elle de classe C1 sur son domaine de d�e�nition ?

Solution :

1. a) La fonction g : t 7! et

(xet + 1)(yet + 1)
est continue sur R.

? Au voisinage de +1, g(t) � e�t

xy
, fonction dont l'int�egrale converge.

? Au voisinage de �1, g(t) � et, fonction dont l'int�egrale converge

�egalement.

Les th�eor�emes de comparaison des int�egrales de fonctions positives permet-

tent de conclure : f(x; y) est bien d�e�ni pour x > 0 et y > 0.

b) Comme x > 0, on peut �ecrire :

f(x; x) =

Z +1

�1

et dt
(xet + 1)2

= 1
x

Z +1

�1

xet dt
(xet + 1)2

Une primitive de t 7! xet

(xet + 1)2
est t 7! �1

xet + 1
, ce qui permet de conclure :

f(x; x) =

Z +1

�1

et dt
(xet + 1)2

= 1
x

2. a) En r�eduisant au même d�enominateur, on obtient :

1 = (ay+bx)et+(a+b) = 1. Les fonctions (t 7! 1; t 7! et) �etant ind�ependantes,

ceci est �equivalent �a : �
a+ b = 1

ay + bx = 0
D'o�u :

a = x
x� y

; b =
y

y � x

b) Une primitive de t 7! et

xet + 1
est t 7! 1

x
ln(xet + 1). Ceci permet de

calculer f(x; y). Pour tout x 6= y, on obtient :

f(x; y) = 1
x� y

lim
A!+1;B!�1

h
ln
�x:et + 1
y:et + 1

�iA
B

= 1
x� y

(ln x
y
� ln 1). Soit :

x 6= y =) f(x; y) =
lnx� ln y
x� y

3. Pour tout x 6= y, on a imm�ediatement :
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@f
@x

(x; y) =
1
x
(x� y)� lnx+ ln y

(x� y)2
;
@f
@y

(x; y) =

1
y
(y � x)� ln y + lnx

(x� y)2

En (a; a), on a :

@f
@x

(a; a) = limh!0
f(a+ h; a)� f(a; a)

h
= lim

h!0

ln(a+ h)� ln a� h

a

h2

Or un d�eveloppement limit�e de ln(a+ h) = ln a+ ln(1 + h
a
) au voisinage de

0 donne :

ln(a+ h) = ln a+ h
a
� h2

2a2
+ o(h2)

D'o�u :
@f
@x

(a; a) = � 1
2a2

Par un calcul identique, ou par sym�etrie des rôles de x et y, il vient :

@f
@y

(a; a) = � 1
2a2

Ainsi f admet des d�eriv�ees partielles en tout point de son domaine.

? On sait que f est de classe C1 sur D si et seulement si les d�eriv�ees

partielles (x; y) 7! @f
@x

(x; y) et (x; y) 7! @f
@y

(x; y) sont continues sur D.

Il est �evident qu'en tout point (x; y) avec x > 0; y > 0; x 6= y, ces fonctions

sont continues comme quotient de fonctions continues dont le d�enominateur

ne s'annule pas.

Pour x 6= y, on a :

ln y = lnx+ 1
x
(y � x)� 1

2x2
(y � x)2 + o((y � x)2)

Donc :
@f
@x

(x; y) = � 1
2x2

+ o(1)

Ainsi, lorsque (x; y) tend vers (a; a) :
@f
@x

(x; y)! � 1
2a2

=
@f
@x

(a; a)

Le calcul est identique pour
@f
@y

(x; y). Ceci nous assure que f est de classe

C1 sur R�+ � R
�
+ .

Exercice 6.

On consid�ere la fonction f d�e�nie sur R� par :

f : x 7�! exp
�
� 1
jxj
�

o�u exp d�esigne la fonction exponentielle.

1. Montrer que f admet un prolongement par continuit�e en 0. On note g ce

prolongement.

2. Montrer que g est de classe C1 sur R.
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3. Montrer qu'il existe une suite de polynômes (Pn)n>0, �a coe�cients entiers

et dont on pr�ecisera les degr�es, telle que pour tout entier naturel n et tout

r�eel strictement positif x on ait :

g(n)(x) = Pn
� 1
x

�
g(x):

4. Montrer que g est de classe C1 sur R.

5. On d�e�nit le type poly=ARRAY[0..20]OF INTEGER ;

On d�esire faire calculer �a l'ordinateur le polynôme P10.

a) Soit A une variable de type poly. Ecrire une proc�edure permettant de

modi�er les coe�cients de A, de sorte que s'il y a au d�epart dans A les

coe�cients de Pn, ceux-ci soient remplac�es par ceux de Pn+1.

b) A l'aide de cette proc�edure, �ecrire un programme permettant de calculer

et d'a�cher les coe�cients de P10.

Solution :

1. On a lim
x!0

f(x) = 0. On pose donc g(0) = 0.

2. La fonction g est de classe C1 sur R� et :

? pour x > 0; g0(x) = 1
x2

exp(�1=x)

? pour x < 0; g0(x) = � 1
x2

exp(1=x)

On a alors (limite classique) lim
x!0

g0(x) = 0 et g �etant continue en 0, par

th�eor�eme, g est de classe C1 en 0, avec g0(0) = 0.

Finalement g est de classe C1 sur R.

3. Montrons, par r�ecurrence sur n, l'existence de Pn, �a coe�cients entiers,

avec degPn = 2n :

? Comme g(0)(x) = g(x), la propri�et�e est vraie au rang 0, avec P0 = 1.

? Supposons le r�esultat acquis pour un certain rang n. Alors :

8x > 0; g(n)(x) = Pn
� 1
x

�
g(x)

On en d�eduit :

8x > 0; g(n+1)(x) = � 1
x2
P 0
n

� 1
x

�
g(x) + Pn(x)g

0(x)

i.e. :

8x > 0; g(n+1)(x) =
�
� 1
x2
P 0
n

� 1
x

�
+ Pn(x)

1
x2
�
g(x)

Ce qui donne le r�esultat au rang n+ 1, avec Pn+1(x) = x2
�
Pn(x) � P 0

n
(x)
�

et Pn+1 est de degr�e 2n+ 2 = 2(n+ 1) et est bien �a coe�cients entiers.

On conclut donc par le principe de r�ecurrence.

4. Par limites classiques, on a pour tout entier n, lim
x!0+

g(n)(x) = 0.
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On proc�ede de même sur R� , ou, mieux, on invoque la parit�e de g qui montre

que g(n) a même parit�e que n.

Par cons�equent lim
x!0

g(n)(x) = 0 et par it�eration du th�eor�eme pr�ec�edent, on

en d�eduit que g est de classe C1 sur R avec, pour tout n, g(n)(0) = 0.

5. a) et b)

Program ESCP06 ;

Uses Crt ;

Type poly=Array[0..20] of Longint ; Var P :poly ; i,k : Integer ;

Procedure rangsuivant (Var A :poly) ;

Var i : Integer ; B :poly ;

Begin

B[0] :=0 ; B[1] :=0

For i :=0 to 18 do B[i+2] :=A[i]-(i+1)*A[i+1] ;

For i :=0 to 20 do A[i] :=B[i] ;

End ;

Begin

For k :=0 to 20 do P[k] :=0 ;

P[0] :=1

For k :=1 to 10 do rangsuivant(P) ;

For i :=0 to 20 do write(P[i], ' ') ;

End.

Exercice 7.

1. a) Montrer que si x est un r�eel de ]�1; 1[ et n un entier naturel non nul :
nP

k=1

xk

k
= � ln(1� x)�

Z
x

0

tn

1� t
dt

b) En d�eduire que pour tout x 2 ]�1; 1[, la s�erie
P
n>1

xn

n
est convergente et

que :
1P
n=1

xn

n
= � ln(1� x)

c) Soit y 2
� 1p

2
;
p
2
�
. On pose u =

y � 1
y + 1

. Montrer que :

ln(y) = 2
1P
n=0

u2n+1

2n+ 1

d) Compl�eter, en langage Pascal, l'�ecriture de la fonction :

FUNCTION Serie(y : REAL) : REAL ;

qui rend comme r�esultat : 2
6P

n=0

u2n+1

2n+ 1
o�u u =

y � 1
y + 1

.

2. a) Montrer que tout r�eel strictement positif x s'�ecrit de fa�con unique sous

la forme :
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x = 2k�
p
2�y

avec k entier relatif et y 2
� 1p

2
;
p
2
�
.

b) Dans un programme en Pascal, on a d�eclar�e deux constantes R2 et L2

contenant des valeurs approch�ees de
p
2 et de ln 2. Dans les sous-programmes

�a compl�eter ci{dessous, il est demand�e de n'utiliser que les quatre op�erations

de base (+;�;�; =).
i) Compl�eter l'�ecriture de la proc�edure :

PROCEDURE Decompose(x : REAL ; VAR k : INTEGER ; VAR y : REAL) ;

qui pour x > 0 d�etermine k et y d�e�nis en a).

ii) Compl�eter l'�ecriture de la fonction :

FUNCTION LnApprox(x : REAL) : REAL ;

qui, pour x > 0 renvoie comme r�esultat une valeur approch�ee de lnx obtenue

�a partir de l'�ecriture de x vue en a) et utilisant Decompose et Serie.

Solution :

1. a)
nP

k=1

xk

k
=

nP
k=1

Z x

0

tk�1 dt =

Z x

0

1� tn

1� t
dt =

Z x

0

dt
1� t

�
Z x

0

tn

1� t
dt.

Comme

Z x

0

dt
1� t

= � ln(1� x), on a le r�esultat souhait�e.

b) Pour tout t compris entre 0 et x, on a
��� tn

1� t

��� 6 jxjn
1� jxj , d'o�u���Z x

0

tn

1� t
dt
��� 6 jxjn+1

1� jxj �!n!1
0

On a donc
nP

k=1

xk

k
�!
n!1

� ln(1� x)

c) L'application f d�e�nie sur [1=
p
2;
p
2[ par f(y) =

y � 1
y + 1

= 1� 2
y + 1

est

continue et strictement croissante, donc r�ealise une bijection de son domaine

de d�e�nition sur [f(1=
p
2); f(

p
2)] = [�(

p
2� 1)2; (

p
2 + 1)2[.

De plus f�1 est d�e�nie sur ce domaine par f�1(u) = 1 + u
1� u

.

Donc si y 2 [1=
p
2;
p
2[ et u = f(y), on a u 2 [�(

p
2�1)2; (

p
2+1)2[� ]�1; 1[

et donc :

ln y = ln
�1 + u
1� u

�
= ln(1 + u)� ln(1� u)

=
1P
k=1

(�1)k�1 uk

k
+

1P
k=1

uk

k
=

1P
k=1

((�1)k�1 + 1)uk

k

Soit
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ln y =
1P
n=0

2:u2n+1

2n+ 1

d) On utilise l'algorithme de Horner.

Function Serie(y :real) : real ;

Const n=6 ; Var u,u2,aux : real ; i : integer ;

Begin

u := (y-1)/(y+1) ; u2 := Sqr(u) ; aux := 1/(2*n+1) ;

For i := (n-1) Doxnto 0 do aux := aux*u2+1/(2*i+1) ;

Serie := aux*2*u ;

End ;

Remarque : on peut montrer que sur le domaine consid�er�e, l'erreur commise

en rempla�cant ln y par Serie(y) est major�ee par 5:10�13.

2. a) Analyse : si x = 2k
p
2:y, avec k 2 Z et y 2 [1=

p
2;
p
2[, alors

2k 6 x < 2k+1 et donc n�ecessairement k = b lnx
ln 2

c et y = x
2k
p
2
.

Synth�ese : soit x > 0, posons k = b lnx
ln 2

c et y = x
2k
p
2
, alors on a : k 2 Z et

2k 6 x < 2k+1, donc y 2 [1=
p
2;
p
2[.

Ce qui donne l'existence et l'unicit�e cherch�ees.

b) i) On encadre, par essais successifs, x entre deux puissances successives

de 2 : il y a deux cas �a envisager selon la position de x par rapport �a 1.

Procedure Decompose(x : Real ; Var k : Integer ; Var y : Real) ;

Var z : Real ;

Begin

If x>=1

Then Begin

k := 0 ; z := x ;

While(z>=2) Do Begin z :=z/2 ; k := k+1 End ;

End

Else

Begin

k :=-1 ; z := 2*x ;

While (z<1) Do Begin z :=z*2 ; k := k-1 End ;

End

y :=z/R2 ;

End ;

ii) Function Lnapprox(x :Real) :Real ;

Var k : Integer ; y : Real ;

Begin

Decompose(x,k,y) ;

Lnapprox := (k+1/2)*L2+serie(y) ;
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End ;

Exercice 8.

On consid�ere la suite r�eelle (un)n2N v�eri�ant u0 = u1 = 3
2

et, pour tout

n 2 N, un+2 = 1 +
p
un+1un.

1. Montrer que la suite (un)n2N est bien d�e�nie et que tous ses termes sont

sup�erieurs ou �egaux �a 3
2
�

2. Montrer que la suite (un)n2N est croissante. Que peut-on en d�eduire quant

�a sa limite �eventuelle ?

3. a) Montrer que, pour tout n 2 N, un+1 � un 6 1.

b) En d�eduire que, pour tout n 2 N,
un+1

un
6 5

3
�

4. a) Montrer que, pour tout n 2 N, un+2 � un > 1.

b) En d�eduire que, pour tout n 2 [[2;+1[[ :

un+1 � un >

p
un�1p

un +
p
un�2

>
1q
5
3
+ 1

�

5. D�eduire des r�esultats pr�ec�edents que, quand n tend vers +1, un = O(n),
n = O(un) et un+1 � un.

Solution :

1. On consid�ere la proposition Pn suivante : hhn appartient au domaine de

d�e�nition de la suite (un)n2N et un > 3=2 ii

? P0 et P1 sont v�eri��ees par d�e�nition.

? Montrons que pour tout n 2 N;Pn et Pn+1 =) Pn+2. En e�et, par

hypoth�ese, un et un+1 sont positifs ; l'image de n+ 2 par la suite u est donc

d�e�nie et :

un+2 = 1 +
p
un+1un > 1 + 3

2
> 3

2
On conclut, par le principe de r�ecurrence, que la suite (un)n2N est bien d�e�nie

et que pour tout n 2 N, un >
3
2
.

2. Montrons le r�esultat demand�e par r�ecurrence sur n.

� u0 = u1 = 3=2 et u2 = 5=2 > u1.

� un+2 � un+1 =
p
un(

p
un+1 � p

un�1) > 0, en utilisant l'hypoth�ese de

r�ecurrence un�1 > un > un+1, on en d�eduit un+2 > un+1.

On conclut que la suite (un) est croissante.

Supposons que la suite (un)n2N converge vers `. Alors ` > 3=2. La suite

(unun+1)n2N converge, elle, vers `2, et par continuit�e de la fonction racine,

la suite (
p
unun+1)n2N converge vers j`j = `. On en d�eduit que ` = 1 + `, ce

qui est absurde.
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Ainsi, la suite (un)n2N n'admet pas de limite, mais comme elle est croissante,

elle tend vers l'in�ni.

3. a) Pour tout n > 1,

un+1 � un = 1� un +
p
unun�1 = 1�p

un(
p
un �p

un�1) 6 1

par croissance de la suite (un)n2N et de la fonction racine carr�ee.

D'autre part u1 � u0 = 0 < 1. Ainsi, pour tout n 2 N, un+1 � un 6 1.

b) On a alors, pour tout n 2 N :
un+1

un
6

1 + un
un

= 1 + 1
un
6 1 + 2

3
= 5

3

4. a) Pour tout n 2 N :

un+2 � un = 1� un +
p
un+1un = 1 +

p
un(

p
un+1 �

p
un) > 1

pour les mêmes raisons que pr�ec�edemment.

b) Pour tout n > 2 :

un+1 � un =
p
un�1(

p
un �p

un�2) =

p
un�1p

un +
p
un�2

(un � un�2)

Donc :
un+1 � un >

p
un�1p

un +
p
un�2

=
1q

un

un�1
+
q

un�2

un�1

> 1p
5=3 + 1

puisque un
un�1

6 5
3
; et

un�2

un�1
6 1.

5. ? En sommant terme �a terme les in�egalit�es uk+1 � uk 6 1, pour tout k de

f0; 1; : : : ; n� 1g, on obtient pour tout n 2 N
� , un 6 u0 + n. Ce qui entrâ�ne

que un = O(n), pour n tendant vers l'in�ni.

? un+1 � un >
1p

5=3 + 1
donne pour n > 2, un > u2 + (n� 2) 1p

5=3 + 1
et

donc n = O(un) pour n tendant vers l'in�ni.

? Par les questions 1., 2., 3. a), on obtient 1 6
un+1

un
6 1+ 1

un
, ce qui entrâ�ne

que un+1 � un, pour n tendant vers l'in�ni.

Exercice 9.

1. Soit f : [0;+1[ ! R une fonction continue et d�ecroissante telle que

l'int�egrale

Z +1

0

f(x) dx converge.

a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +1.

b) Montrer que, pour tout r�eel h > 0 et tout N 2 N
� :

h
NP
n=1

f(nh) 6

Z
Nh

0

f(x) dx 6 h
N�1P
n=0

f(nh).

c) En d�eduire que, pour tout r�eel h > 0, la s�erie de terme g�en�eral f(nh)

converge et que :
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�hf(0) + h
+1P
n=0

f(nh) 6

Z +1

0

f(x) dx 6 h
+1P
n=0

f(nh)

d) Montrer que, quand h tend vers 0 par valeurs sup�erieures :
+1P
n=0

f(nh) � 1
h

Z +1

0

f(x) dx

2. a) Montrer que la s�erie
P
n2N

tn
2

converge pour tout r�eel t 2 ]�1; 1[.

b) Montrer que, quand t tend vers 1 par valeurs inf�erieures,
+1P
n=0

tn
2 �

1
2

q
�

1� t
�

Solution :

1. a) ? Supposons qu'il existe a tel que f(a) < 0, alors 8 t > a; f(t) 6 f(a)

et donc : 8x > a;

Z x

a

f(t) dt 6

Z x

a

f(a) dt = (x � a)f(a) �!
x!+1

�1, ce qui

contredit la convergence de l'int�egrale

Z +1

0

f(t) dt.

? Ainsi f est d�ecroissante et positive, donc admet une limite ` > 0 en +1.

Supposons que ` > 0, alors

Z x

0

f(t) dt >

Z x

0

` dt = `x �!
x!+1

+1, ce qui

contredit �a nouveau la convergence de l'int�egrale. Bref :

f est positive de limite nulle en +1
b) Par d�ecroissance de f :

hf
�
(n+ 1)h

�
6

Z (n+1)h

nh

f(t) dt 6 hf(nh)

En sommant, il vient bien :

h
NP
n=1

f(nh) 6

Z
Nh

0

f(x) dx 6 h
N�1P
n=0

f(nh)

c) Soit I =

Z +1

0

f(t) dt. Comme f > 0,

Z
Nh

0

f(t) dt 6 I , donc :

NP
n=1

f(nh) 6 I
h

La s�erie de terme g�en�eral f(nh) �etant �a termes positifs, elle converge. Par

passage �a la limite dans l'encadrement pr�ec�edent, il vient :

�hf(0) + h
+1P
n=0

f(nh) 6

Z +1

0

f(x) dx 6 h
+1P
n=0

f(nh)
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d) Ainsi I 6 h
1P
n=0

f(nh) 6 I + f(0)h et, par encadrement :

lim
h!0+

h
1P
n=0

f(nh) = I

Si f 6= 0, on a I > 0 et :
1P
n=0

f(nh) �
(h!0+)

1
h

Z +1

0

f(t) dt.

Le r�esultat reste banalement vrai si f est la fonction nulle !

2. a) Soit t 2 ]�1; 1[. Pour tout n 2 N, jtn2 j 6 jtjn, donc la s�erie de terme

g�en�eral tn
2

est (absolument) convergente.

b) On �ecrit alors, pour t 2 ]0; 1[ : tn
2

= en
2 ln t = e�(n

p
� ln t )2 .

Or la fonction f : x 7! e�x
2

est continue et d�ecroissante sur R+ , d'int�egrale

convergente, avec

Z +1

0

f(t) dt =

p
�
2

.

Lorsque t tend vers 1 par valeurs inf�erieures, � ln t tend vers 0 par valeurs

sup�erieures. On peut donc appliquer ce qui pr�ec�ede et :

1P
n=0

tn
2 � 1p

� ln t

p
�
2

�
p
�
2

1p
1� t

Exercice 10.

Soient a et b deux r�eels v�eri�ant 0 < a < b.

On consid�ere une fonction continue f : ]0;+1[! R dont on suppose que :

(i) :

Z 1

0

f(t)
t

dt converge ou (i') : lim
t!0+

f(t) existe et est r�eelle (on la note

alors `),

et que :

(ii) :

Z +1

1

f(t)
t

dt converge ou (ii') : lim
t!+1

f(t) existe et est r�eelle (on la

note alors L).

1. a) Montrer que, pour tous r�eels x et y v�eri�ant 0 < x < y,Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z bx

ax

f(u)
u

du�
Z by

ay

f(u)
u

du

b) Montrer que, si (i) est vraie, alors lim
x!0+

Z
bx

ax

f(u)
u

du = 0,

et que, si (i') est vraie, alors lim
x!0+

Z bx

ax

f(u)� `
u

du = 0.

c) Montrer que, si (ii) est vraie, alors lim
y!+1

Z
by

ay

f(u)
u

du = 0,
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et que, si (ii') est vraie, alors lim
y!+1

Z by

ay

f(u)� L
u

du = 0.

d) D�eduire des r�esultats pr�ec�edents que l'int�egrale I =

Z +1

0

f(at)� f(bt)
t

dt

converge et d�eterminer dans chaque cas sa valeur.

2. Que peut-on dire de l'int�egrale

Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt ?

Solution :

1. a)

Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z y

x

f(at)
t

dt�
Z y

x

f(bt)
t

dt

A l'aide de changements de variable lin�eaires :Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z ay

ax

f(u)
u

du�
Z by

bx

f(u)
u

du

puis, par la relation de Chasles :Z y

x

f(at)� f(bt)
t

dt =

Z bx

ax

f(u)
u

du�
Z by

ay

f(u)
u

du

b) ? Si i) est vraie , alors

Z bx

ax

f(u)
u

du =

Z 1

ax

f(u)
u

du �
Z 1

bx

f(u)
u

du, et en

faisant tendre x vers 0 les deux termes ont la même limite, donc la di��erence

a pour limite 0.

? Si i') est vraie, alors :���Z bx

ax

f(u)� `
u

du
��� 6 Z bx

ax

jf(u)� `j
u

du 6 max
[ax;bx]

jf(u)� `j
Z

bx

ax

du
u

6 max
[ax;bx]

jf(u)� `j ln b
a

Or, comme f est continue, max
[ax;bx]

jf(u) � `j est un nombre de la forme

jf(cx) � `j, avec cx 2 [ax; bx], nombre qui tend vers 0 lorsque x tend vers

0. Il en est donc de même de jf(cx)� `j et, par cons�equent :

lim
x!0+

Z bx

ax

f(u)� `
u

du = 0

c) ? De la même fa�con, si ii) est vraie, on peut �ecrire :Z
by

ay

f(u)
u

du =

Z +1

ay

f(u)
u

du �
Z +1

by

f(u)
u

du et ces deux int�egrales �etant

de limite nulle lorsque y tend vers +1 (restes d'int�egrales convergentes), il

vient :

lim
y!+1

Z
by

ay

f(u)
u

du = 0
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? Si ii') est vraie, alors :���Z by

ay

f(u)� L
u

du
��� 6 Z by

ay

jf(u)� Lj
u

du 6 max
[ay;by]

jf(u)� Lj
Z by

ay

du
u

6 max
[ay;by]

jf(u)� Lj ln b
a

Or, comme f est continue, max
[ay;by]

jf(u) � Lj est un nombre de la forme

jf(cy) � Lj, avec cy 2 [ay; by], nombre qui tend vers +1 lorsque y tend

vers +1. Donc jf(cy)� Lj a pour limite 0 et, par cons�equent :

lim
y!+1

Z
by

ay

f(u)� L
u

du = 0

d) Il su�t de mettre les r�esultats pr�ec�edents hhbout �a bout ii en remarquant

que, pour toute valeur de K :

Z bu

au

K
t
dt = K ln b

a
. D'o�u :

? Si i) et ii) sont vraies I = 0 ;

? Si i') et ii) sont vraies I = ` ln b
a
;

? Si i) et ii') sont vraies I = �L ln b
a
;

? Si i') et ii') sont vraies I = (`� L) ln b
a
.

2. Dans le cas pr�esent, les hypoth�eses i') et ii') sont v�eri��ees, donc :

I =

Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt converge et vaut ln b

a

(Ces int�egrales sont appel�ees int�egrales de Frullini.)

Exercice 11.

Repr�esenter dans R2 l'ensemble des points de coordonn�ees (x; y) tels que

l'int�egrale I =

Z +1

0

tx

1 + ty
dt converge.

Solution :

Comme tx = ex ln t, la fonction t 7! tx

1 + ty
est continue sur ]0;+1[, donc

int�egrable sur tout segment de cet intervalle.

� pour t au voisinage de 0+ :

si y > 0, tx

1 + ty
� tx. L'int�egrale converge si et seulement si x > �1.

si y = 0, tx

1 + ty
� tx

2
. L'int�egrale converge si et seulement si x > �1.

si y < 0, tx

1 + ty
� 1
ty�x

. L'int�egrale converge si et seulement si y � x < 1.
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� pour t au voisinage de +1 :

si y > 0, tx

1 + ty
� 1
ty�x

. L'int�egrale converge si et seulement si y � x > 1.

si y = 0, tx

1 + ty
� tx

2
. L'int�egrale converge si et seulement si x < �1.

si y < 0, tx

1 + ty
� tx. L'int�egrale converge si et seulement si x < �1.

En conclusion, l'int�egrale I existe si et seulement si les deux int�egrales

Z 1

0

etZ +1

1

convergent, soit :

(y > 0 et x > �1 et y > x+ 1) ou

(y < 0 et x < �1 et y < x+ 1).

La repr�esentation graphique s'en d�eduit.

Exercice 12.

On pose, pour tout n 2 N, In =

Z +1

0

xn:e�x
2
=2 dx.

1. V�eri�er que l'int�egrale In converge.

2. D�eterminer une relation entre In+2 et In.

En d�eduire les valeurs de I2n+1 et de I2n, puis de
I2n
I2n+1

.

3. a) Montrer que pour tout n > 1 :Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2 dx

b) Montrer que pour tout n > 1 :

n�
n+2
2 In+1 � n�

n+1
2 In = 1

2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx

c) En d�eduire que pour tout n > 1 :

0 6
p
n:In 6 In+1

4. Montrer que pour tout n > 1 :q
1� 1

2n
6

p
�n
4n

Cn
2n 6 1

En d�eduire un �equivalent de Cn
2n lorsque n tend vers +1.

5. En admettant la formule de Stirling : n! �
(1)

nne�n
p
2�n, retrouver le

r�esultat pr�ec�edent.

Solution :
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1. La fonction x 7! xn:e�x
2
=2 est continue sur [0;+1[, pour tout n 2 N, donc

int�egrable sur tout segment de cet intervalle.

lim
x!+1

x2:xn:e�x
2
=2 = 0, ce qui entrâ�ne l'existence de In; n 2 N, par

comparaison avec une int�egrale de r�ef�erence de Riemann.

2. Il su�t de faire une int�egration par parties sur un intervalle de la forme

[0; A], puis de faire tendre A vers l'in�ni, pour obtenir In+2 = (n+ 1)In.

Par une r�ecurrence descendante, il vient :

I2n+1 = 2nI2n�1 = � � � = 2nn!I1 = 2nn!

car : I1 =

Z +1

0

x:e�x
2
=2 dx = 1

De même :

I2n = (2n� 1)I2n�2 =
(2n)(2n� 1)

(2n)
I2n�2 = � � � = (2n)!

2nn!
I0 =

(2n)!

2nn!

q
�
2

car : I0 =

Z +1

0

e�x
2
=2 dx = 1

2

p
2�

En�n :

I2n
I2n+1

=
(2n!)

(2nn!)2

q
�
2
=

Cn

2n

4n

q
�
2

3. a) Soit A > 0.Z
A

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

h�1
n
xn:e�nx

2
=2
iA
0
+

Z
A

0

xn�1:e�nx
2
=2; dx

En faisant tendre A vers l'in�ni, il vient :Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2 dx

b) Par convergence de toutes les int�egrales suivantes, on a :

1
2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx

= 1
2

Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx+1

2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2 dx�

Z +1

0

xn:e�nx
2
=2 dx

=

Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx�

Z +1

0

xn:e�nx
2
=2 dx

En e�ectuant le changement de variable t =
p
nx, il vient, pour A > 0 :Z A

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx =

Z A
p
n

0

n�
n+2
2 tn+1:e�t

2
=2 dt

donc : Z +1

0

xn+1:e�nx
2
=2 dx = n�

n+2
2 In+1

De même :

Z
A

0

xn:e�nx
2
=2 dx =

Z
A
p
n

0

n�
n+1
2 tn:e�t

2
=2 dt, et :
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Z +1

0

xn:e�nx
2
=2 dx = n�

n+1
2 In

ce qui donne �nalement :

n�
n+2
2 In+1 � n�

n+1
2 In = 1

2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx

c) On a :

In+1 �
p
nIn = 1

2
n
n+2
2

Z +1

0

xn�1:e�nx
2
=2(x� 1)2 dx > 0

Donc
p
nIn 6 In+1. L'autre in�egalit�e est �evidente.

4. D'apr�es ce qui pr�ec�ede :

0 6
p
(2n� 1)2nI2n�1 6

p
2nI2n 6 I2n+1

donc : p
(2n� 1)2n

I2n�1

I2n+1
6
p
2n

Cn

2n

4n

q
�
2
6 1

Mais : p
(2n� 1)2n

I2n�1

I2n+1
=

p
(2n� 1)2n

2n
=
q
1� 1

2n
donc : q

1� 1
2n
6

p
n�

4n
Cn

2n 6 1

Ce qui donne lim
n!+1

p
n�

4n
Cn

2n = 1, et Cn

2n � 4np
n�

.

5. Si l'on admet la formule de Stirling, il vient :

n! � e�nnn
p
2�n; (2n)! � e�2n(2n)2n

p
4�n

donc :

Cn

2n =
(2n!)

(n!)2
� e�2n(2n)2n

p
4�n

e�2nn2n2�n
� 4np

n�

Exercice 13.

Soit f une fonction r�eelle, d�e�nie sur l'intervalle [0;+1[, convexe et de classe

C2.
1. Montrer que f 0 est croissante sur cet intervalle.

2. Soit k un entier naturel. Exprimer

Z k+1

k

�
x� k� 1

2

�
f 0(x) dx en fonction de

f(k); f(k + 1) et de

Z
k+1

k

f(x) dx.

3. Montrer que :
f(k) + f(k + 1)

2
>

Z k+1

k

f(x) dx.

4. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + f(3) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n) >

Z
n

1

f(x) dx
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5. Montrer que :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx 6

f 0(k + 1)� f 0(k)
8

[On remarquera que x 7! 1

2

�
(x � k)2 � (x � k) � 1

4

�
est une primitive de la

fonction x 7! x� k � 1
2
].

6. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + f(3) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n)�

Z
n

1

f(x) dx 6
f 0(n)� f 0(1)

8

Solution :

1. C'est une question de cours : pour une fonction f de classe C2 on a

�equivalence entre le convexit�e sur un intervalle et la positivit�e de la d�eriv�ee

seconde de f sur cet intervalle.

2. E�ectuons une int�egration par parties :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

h
(x� k � 1

2
)f(x)

ik+1

k

�
Z

k+1

k

f(x) dx

=
f(k) + f(k + 1)

2
�
Z

k+1

k

f(x) dx

3. E�ectuons le changement de variable u = x� k � 1
2
dans l'int�egraleZ

k+1

k

�
x� k� 1

2

�
f 0(x) dx, puis partageons �a l'aide de la borne interm�ediaire

0,

on obtient :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

Z 1

0

uf 0
�
u+ k + 1

2

�
du

=

Z 1=2

0

u
�
f 0(k + 1=2 + u)� f 0(k + 1=2� u)

�
du

On conclut �a la positivit�e par la croissance de la fonction f 0 et le r�esultat 2.

donne l'in�egalit�e souhait�ee :

f(k) + f(k + 1)
2

>

Z k+1

k

f(x) dx

4. Il su�t de sommer, pour k 2 f1; : : : ; n� 1g, les in�egalit�es :
f(k) + f(k + 1)

2
>

Z
k+1

k

f(x) dx

pour obtenir, pour n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + f(3) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n) >

Z
n

1

f(x) dx



Analyse 29

5. Int�egrons de nouveau par parties :Z
k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

f 0(k + 1)� f 0(k)
8

�
Z k+1

k

1
2

�
(x� k)2 � (x� k) + 1

4

�
f 00(x) dx

On conclut en remarquant que x 7!
�
(x�k)2� (x�k)+ 1

4

�
f 00(x) est positive

sur l'intervalle [k; k + 1].

5. En sommant pour k 2 f1; : : : ; n � 1g les pr�ec�edentes in�egalit�es, et en

utilisant :Z k+1

k

�
x� k � 1

2

�
f 0(x) dx =

f(k) + f(k + 1)
2

�
Z k+1

k

f(x) dx

on obtient, pour n > 1 :

1
2
f(1) + f(2) + : : :+ f(n� 1) + 1

2
f(n)�

Z
n

1

f(x) dx 6
f 0(n)� f 0(1)

8

Exercice 14.

1. Soient deux polynômes P et Q de R[X ] tels que pour tout r�eel t 2
�
0; �

2

�
on ait :

P
� 1
tan2 t

�
= Q

� 1
tan2 t

�
Montrer que P et Q sont �egaux.

2. a) Pour tout entier naturel n, montrer qu'il existe un polynôme Pn v�eri�ant,

pour tout t 2
�
0; �

2

�
:

(sin t)2n+1Pn
� 1
tan2 t

�
= sin[(2n+ 1)t]

(on pourra d�evelopper (cos t+ i sin t)2n+1 �a l'aide de la formule du binôme).

b) Montrer que le polynôme Pn est unique.

c) D�eterminer le degr�e de Pn ainsi que son coe�cient dominant.

3. a) Montrer que Pn admet n racines r�eelles distinctes que l'on d�eterminera.

b) Pour tout n > 1, on pose :

un =
nP

k=1

1

tan2
�

k�

2n+1

�
Calculer un.

Solution :

1. Comme la fonction tan2 prend une in�nit�e de valeurs, le polynôme P �Q

admet une in�nit�e de racines. C'est donc le polynôme nul.
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2. a) On sait que pour tout n 2 N, sin(2n + 1)t = Im
�
(cos t + i sin t)2n+1

�
.

On d�eveloppe par la formule du binôme et la partie imaginaire provient des

termes d'indices impairs, soit puisque i2k+1 = i(�1)k :

sin(2n+ 1)t =
nP

k=0

C2k+1
2n+1(cos t)

2(n�k)(�1)k(sin t)2k+1

et pour t non congru �a 0 modulo � :

sin(2n+ 1)t = (sin t)2n+1
nP

k=0

C2k+1
2n+1(�1)k

�cos2 t
sin2 t

�n�k
= (sin t)2n+1

nP
k=0

C2k+1
2n+1(�1)k

� 1
tan2 t

�n�k
D'o�u :

Pn(X) =
nP

k=0

C2k+1
2n+1(�1)kXn�k

b) L'unicit�e du polynôme Pn r�esulte de la question 1.

c) On voit que Pn est de degr�e n et de coe�cient dominant C1
2n+1 = 2n+1.

3. a) On sait que pour t non congru �a 0 modulo � :

Pn
� 1
tan2 t

�
=

sin(2n+ 1)t

(sin t)2n+1

Comme sin(2n+1)t est nul pour t = k�
n+ 1

, avec k entier relatif, les nombres

1
tan2(k�=2n+ 1)

, avec 1 6 k 6 n, sont tous des z�eros de Pn et par stricte

monotonie de 1
tan2

sur ]0; �=2[, ces nombres sont deux �a deux distincts. On

vient donc de trouver les n z�eros du polynôme Pn (qui est un polynôme de

degr�e n).

b) On peut donc factoriser Pn(X), soit :

Pn(X) = (2n+ 1)
nQ

k=1

�
X � 1

tan2(k�=2n+ 1)

�
Le r�eel un repr�esente la somme des z�eros de Pn. En d�eveloppant la derni�ere

expression de Pn, le nombre �(2n+1)un est �egal �a l'oppos�e du coe�cient de

Xn�1 dans Pn. Soit :

un =
�C3

2n+1

�(2n+ 1)
=

2n(2n� 1)
6

Exercice 15.

1. Soit P la fonction polynomiale d�e�nie par P (t) = t5 � t+ 1.

a) Combien P admet{elle de racines r�eelles ?

b) Montrer que P n'admet pas de racine multiple dans C .

On d�esigne par a la racine r�eelle de P .
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2. On d�e�nit la fonction F par :

F (x) =

Z +1

x

4
P (t)

dt

a) D�eterminer le domaine de d�e�nition de F .

b) D�eterminer le sens de variation de F et sa convexit�e.

c) Etudier les limites de F aux bornes de son domaine de d�e�nition.

3. a) D�eterminer un �equivalent simple de F au voisinage +1.

b) D�eterminer, en fonction de a, un �equivalent simple de F au voisinage

de a.

Solution :

1. a) On a facilement P 0(t) = 5t4 � 1 qui s'annule pour t = �5�1=4. Ce

ne sont pas des racines de P car autrement, en rempla�cant t4 par 1
5
dans

t5 � t+ 1 = t:t4 � t+ 1, il viendrait t = 5
4
!

b) Les variations de P se d�eterminent ais�ement, et P admet un minimum

local en t = 5�1=4, minimum qui vaut m = 5�5=4(55=4 � 4) > 0 et un

maximum local en t = �5�1=4, ce maximum local �etant a fortiori positif.

Comme lim
t!�1

P (t) = �1, on en d�eduit que P admet une unique racine

r�eelle a et a est tel que a < �5�1=4.

c) Le calcul fait en a) montre que les racines complexes de P 0 ne sont pas

racines de P , et les racines complexes de P sont toutes simples.

2. a) Comme a est racine simple de P , P (t) � C(t� a) au voisinage de a, la

valeur de C �etant sans importance ici, ce qui entrâ�ne que l'int�egrale

Z
A

a

4 dt
P (t)

diverge. Donc DF = ]a;+1[

b) F est une fonction continue et d�erivable (car t 7! 4
P (t)

est continue sur

DF ) et pour tout x > a :

F 0(x) = � 4
x5 � x+ 1

< 0; F 00(x) =
4(5x4 � 1)

(x5 � x+ 1)2

L'�etude de la convexit�e de F est alors sans probl�eme.

c) On a lim
x!+1

F (x) = 0 comme reste d'int�egrale convergente,

et lim
x!a+

F (x) = +1, car au voisinage de a+, 4
P (t)

� 4
(t� a)Q(a)

avec

Q(a) > 0.

3. a) Intuitivement, comme au voisinage de +1, 4
P (t)

� 4
t5
, on peut penser

qu'au voisinage de +1 :
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F (x) �
Z +1

x

4 dt
t5

= 1
x4

Montrons{le !��F (x) � 1
x4

��� 6 Z +1

x

�� 4t� 4
t5(t5 � t+ 1)

�� dt 6 Z +1

x

dt
t8

= 1
7x7

= o(x�4)

(en e�et la fonction �a int�egrer est �equivalente au voisinage de +1 �a 4
t9
, donc

pour x assez grand elle est major�ee par 1
t8

sur [x;+1[)

b) On sait que P (t) = (t � a)Q(t) d'o�u P 0(a) = Q(a). On a �egalement :Z +1

0

4
P (t)

dt = F (0). On a alors, pour x tel que a < x 6 0 :Z 0

x

4
P (t)

dt�
Z 0

x

4
(t� a)Q(a)

dt = 4

Z 0

x

Q(a)�Q(t)

Q(a)(t5 � t+ 1)
dt

et

4

Z 0

x

Q(a)�Q(t)

Q(a)(t5 � t+ 1)
dt = �4

Z 0

x

Q(t)�Q(a)

(t� a)
� 1
Q(a)Q(t)

dt

Cette derni�ere int�egrale converge, et est même faussement impropre, lorsque

x est au voisinage de a (car lim
t!a

Q(t)�Q(a)

(t� a)
= Q0(a)). Finalement :

lim
x!a+

�
F (x)� F (0) + 4

Q(a)
ln(x� a)

�
= K

et comme lim
x!a+

F (x) = +1 :

F (x) �
(a+)

� 4
Q(a)

ln(x � a) =
�4 ln(x � a)

5a4 � 1

Exercice 16.

1. Montrer que pour tout t et pour tout s de l'intervalle [0; 1], on a :

j ln2(1 + t)� ln2(1 + s)j 6 2jt� sj
Dans la suite de cet exercice, g est une fonction continue de R dans R,

p�eriodique de p�eriode 1.

2. a) Montrer que g est born�ee sur R.

On pose pour tout t 2 [0; 1] et pour tout n 2 N
� :

un(t) =
1
n

n�1P
k=0

�
ln2
�
1 + k + t

n

�
� ln2

�
1 + k

n

��
b) Montrer que :

lim
n!+1

Z 1

0

un(t)g(t) dt = 0

3. a) Calculer

Z 1

0

ln2(1 + t) dt.
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b) En d�eduire la convergence et la limite de la suite
�Z 1

0

g(nt) ln2(1+t) dt
�
n

en fonction de

Z 1

0

g(t) dt.

Solution :

1. C'est simplement l'in�egalit�e des accroissements �nis, que l'on applique �a

la fonction f : t 7! ln2(1 + t), en remarquant que f 0(t) =
2 ln(1 + t)

1 + t
et que

l'on a :

8 t 2 [0; 1]; jf 0(t)j 6 2 ln 2 < 2

2. a) g est continue sur [0; 1], donc born�ee sur ce segment :

9M;8 t 2 [0; 1]; jg(t)j 6M

Puis : 8 t 2 R; jf(t)j = jf(t� btc)j 6M .

b)
��Z 1

0

un(t)g(t) dt
�� 6 Z 1

0

jun(t)j:jg(t)j dt

6 M
n

n�1P
k=0

��Z 1

0

j ln2(1 + k + t
n

)� ln2(1 + k
n
)
�� dt

6 2M
n

n�1P
k=0

Z 1

0

jk + t
n

� k
n
j dt = 2M

n

Z 1

0

t dt

6 M
n

�!
n!1

0

D'o�u le r�esultat.

3. a) En int�egrant par parties (t 7! t+ 1 est une primitive de t 7! 1) :Z 1

0

ln2(1 + t) dt =
h
(t+ 1) ln2(1 + t)

i1
0
� 2

Z 1

0

ln(1 + t) dt

Sachant que u 7! u lnu�u est une primitive de u 7! lnu, on conclut ais�ement :Z 1

0

ln2(1 + t) dt = 2 ln2 2� 4 ln 2 + 2

b)

Z 1

0

g(nt) ln2(1 + t) dt = 1
n

Z n

0

g(y) ln2
�
1 +

y
n

�
dy

= 1
n

n�1P
k=0

Z k+1

k

g(y) ln2
�
1 +

y
n

�
dy

et, en posant y = k + T :Z 1

0

g(nt) ln2(1 + t) dt = 1
n

Z 1

0

g(T )
� n�1P
k=0

ln2
�
1 + k + T

n

��
dT

=

Z 1

0

g(T ) dT� 1
n

n�1P
k=0

ln2
�
1 + k

n

�
+

Z 1

0

un(T )g(T ) dT
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Le deuxi�eme terme a pour limite 0 lorsque n tend vers l'in�ni et on reconnâ�t

dans le premier terme une somme de Riemann.

Ce terme a donc pour limite

Z 1

0

ln2(1+t) dt lorsque n tend vers l'in�ni. Soit :

Z 1

0

g(nt) ln2(1 + t) dt �!
n!1

(2 ln2 2� 4 ln 2 + 2)

Z 1

0

g(t) dt

Exercice 17.

1. Soit (xn)n>1 une suite de r�eels. Montrer que pour tout n > 2 :
nP

k=1

(2k � 1)x2
k
� 2

nP
k=2

(k � 1)xkxk�1 = nx2
n
+

n�1P
k=1

k(xk � xk+1)
2

2. On consid�ere une suite (an) telle que la s�erie
P
a2
n
soit convergente. On

d�e�nit une suite (An) parA0 = 0 et pour tout n > 1 :

An = 1
n

nP
k=1

ak

a) Exprimer, pour k > 1, ak en fonction de Ak et de Ak�1.

b) En utilisant la premi�ere question, montrer que pour tout n > 1 :
nP

k=1

A2
k
6 2

nP
k=1

akAk

c) Montrer que : � nP
k=1

A2
k

�2
6 4
� nP
k=1

A2
k

�� nP
k=1

a2
k

�
3. En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral A2

k
est convergente.

Solution :

1. Il su�t de d�evelopper l'expression situ�ee �a droite :

nx2
n
+

n�1P
k=1

k(xk � xk+1)
2 = nx2

n
+

n�1P
k=1

kx2
k
+

n�1P
k=1

kx2
k+1 � 2

n�1P
k=1

kxkxk+1

En regroupant et en d�ecalant l'indice de sommation pour les termes rectan-

gles, il vient bien :
nP

k=1

(2k � 1)x2
k
� 2

nP
k=2

(k � 1)xkxk�1 = nx2
n
+

n�1P
k=1

k(xk � xk+1)
2

2. a) nAn =
nP

k=1

ak =
n�1P
k=1

ak + an = (n� 1)An�1 + an, donc :

8n > 1; an = nAn � (n� 1)An�1

b) On a, d'apr�es 1. :
nP

k=1

(2k � 1)A2
k
> 2

nP
k=2

(k � 1)AkAk�1, soit :
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2
nP

k=1

Ak

�
kAk � (k � 1)Ak�1

�
>

nP
k=1

A2
k
, ou encore :

nP
k=1

A2
k
6 2

nP
k=1

akAk

c) On sait (in�egalit�e de Cauchy-Schwarz) que :� nP
k=1

akAk

�2
6
� nP
k=1

a2
k

�� nP
k=1

A2
k

�
et donc : � nP

k=1

A2
k

�2
6 4
� nP
k=1

A2
k

�� nP
k=1

a2
k

�
3. Si les ak sont tous nuls, il en est de même des Ak et la propri�et�e est banale.

Sinon, il existe k0 tel que Ak0 soit non nul, et
nP

k=1

A2
k
est strictement positif

�a partir du rang k0 et en divisant par
nP

k=1

A2
k
:

8n > k0;
nP

k=1

A2
k
6 4

nP
k=1

a2
k

D'o�u la convergence de la s�erie propos�ee, puisque cette s�erie est �a termes

positifs de sommes partielles major�ees. On a de plus :

1P
k=1

A2
k
6 4

1P
k=1

a2
k

Remarque : on peut montrer que cette majoration est optimale, c'est-�a-dire

que l'on ne peut pas remplacer 4 par un nombre plus petit: : :

Exercice 18.

Soit f une application de classe C2 de R dans R. On suppose que f et f 00

sont born�ees sur R et on note M0 = sup
x2R

jf(x)j;M2 = sup
x2R

jf 00(x)j.

1. Montrer que pour tout x r�eel et pour tout h > 0, on a :

jf(x+ h)� f(x)� hf 0(x)j 6 M2h
2

2

jf(x� h)� f(x) + hf 0(x)j 6 M2h
2

2
En d�eduire que pour tout x r�eel et pour tout h > 0 :

jf 0(x)j 6 M0

h
+ M2h

2

2. Montrer que f 0 est born�ee sur R et que :

sup
x2R

jf 0(x)j 6
p
2M0M2

3. On suppose que g est une fonction de classe C3 de R dans R telle que g et

g000 sont born�ees sur R. On note :

M0 = sup
x2R

jg(x)j;M3 = sup
x2R

jg000(x)j
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En appliquant l'in�egalit�e de Taylor sur les segments [x; x+ 1] et [x; x+ 2], �a

un ordre su�sant, montrer de même que g0 et g00 sont born�ees sur R.

Solution :

1. Il s'agit simplement de l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange appliqu�ee �a la

fonction f , �a l'ordre 1, soit entre les points x et x+ h, soit entre les points x

et x� h.

En sommant ces deux in�egalit�es, il vient :

jf(x+ h)� f(x� h)� 2hf 0(x)j
6 jf(x+ h)� f(x)� hf 0(x)j+ jf(x� h)� f(x) + hf 0(x)j
6M2h

2.

Ainsi : 2hjf 0(x)j 6M2h
2 + 2M0 et : jf 0(x)j 6 M0

h
+ M2h

2

2. ? Si M2 = 0, f 00 est la fonction nulle, donc f est a�ne et comme f est

born�ee, f est constante. On a donc f 0 = 0, soit sup
x2R

jf 0(x)j = 0, et la propri�et�e

�enonc�ee est banale.

? Si M2 6= 0, une �etude rapide de la fonction h 2 R
�
+ 7! M0

h
+
M2h
2

montre que cette fonction est minimale pour h =

r
2M0

M2
, le minimum valant

p
2M0M2.

Ce qui d�emontre la propri�et�e �enonc�ee.

3. On a de même :

jg(x+ 1)� g(x)� g0(x) � 1
2
g00(x)j 6 M3

6

jg(x+ 2)� g(x)� 2g0(x) � 2g00(x)j 6 8M3

6
On peut donc �ecrire : (

g0(x) + 1
2
g00(x) = �

2g0(x) + 2g00(x) = �

avec j�j 6 M3

6
+ 2M0 et j�j 6 4M3

3
+ 2M0.

Le syst�eme pr�ec�edent donne g0(x) et g00(x) en fonction de � et �, ce qui

prouve que g0(x) et g00(x) sont born�ees ind�ependamment de x.

Exercice 19.

Soit (xn)n>0 une suite de r�eels strictement positifs tels que lim
n!+1

xn = +1.

On lui associe la suite (un)n>0 d�e�nie pour tout n > 0 par :

un =
nQ

k=0

xk
xk + 1
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1. Montrer que la suite (un) est bien d�e�nie et qu'elle converge vers un r�eel

� tel que 0 6 � < 1.

2. Donner un exemple de suite (xn) pour laquelle on a lim
n!+1

un = 0.

3. Montrer que � 6= 0 si et seulement si la s�erie
P 1

xn
converge.

4. On suppose que la suite (xn) est d�e�nie par :�
x0 > 1

xn+1 = x2
n
; n > 0

D�eterminer la limite de la suite (un).

Solution :

1. xk + 1 n'est jamais nul, donc la suite est bien d�e�nie.

Cette suite est �a termes strictement positifs, et
uk+1

uk
=

xk+1

xk+1 + 1
< 1.

La suite (un) est donc strictement d�ecroissante, minor�ee par 0 : elle converge

et sa limite � v�eri�e 0 6 � < x0
x0 + 1

< 1.

2. Prenons par exemple la suite x d�e�nie par x0 = 1;8n 2 N
� ; xn = n. On a

bien lim
n!1

xn = +1 et pour n > 1 :

un =
nQ

k=1

k
k + 1

= 1
n+ 1

�!
n!1

0

3. La suite u converge vers � > 0 si et seulement si la suite lnu converge vers

ln�.

Or : ln(un) =
nP

k=0

[ln(xk)� ln(xk + 1)] = �
nP

k=1

ln
�
1 + 1

xk

�
.

Comme xk tend vers +1, ln
�
1+ 1

xk

�
� 1
xk

et la s�erie dont le terme g�en�eral est

ln
�
1+ 1

xk

�
converge si et seulement si la s�erie de terme g�en�eral 1

xk
converge.

D'o�u le r�esultat.

4. ? Par r�ecurrence : 8n 2 N; xn = (x0)
2n et :

nQ
k=0

xk =
nQ

k=0

(x0)
2k = x

nP
k=0

2k

0 = x2
n+1�1

0 .

On v�eri�e alors, par r�ecurence, que :
nQ

k=0

(xk + 1) =
2n+1�1P
j=0

(x0)
j =

x2
n+1

0 � 1

x0 � 1

En cons�equence : un =
x2

n+1�1
0 (x0 � 1)

x2
n+1

0 � 1
�!
n!1

x0 � 1
x0
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Exercice 20.

Soit n 2 N tel que n > 2. L'espace vectoriel Rn est muni de sa structure

euclidienne canonique, le produit scalaire �etant not�e h ; i et la norme associ�ee

k k.
Soit f une application de classe C1 d�e�nie sur Rn �a valeurs dans R, convexe,

c'est{�a{dire v�eri�ant pour tout (x; y) 2 (Rn )2, et pour tout r�eel � 2 [0; 1] :

f((1� �)x + �y) 6 (1� �)f(x) + �f(y)

Pour tout (h; x) 2 (Rn )2 �x�e, on d�e�nit la fonction 'h;x de la variable r�eelle

t par :

'h;x(t) = f(x+ th)

1. a) Montrer que 'h;x est une fonction d�erivable et convexe de R dans R.

b) En d�eduire que :

'0
h;x

(0) 6 'h;x(1)� 'h;x(0)

2. Montrer que pour tout (x; y) 2 (Rn )2, on a :

h��!gradf(x); y � xi 6 f(y)� f(x)

o�u ��!gradf(x) repr�esente le gradient de f au point x.

3. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et que ��!gradf(0) = 0.

On suppose �egalement que f est strictement convexe, c'est{�a{dire qu'elle

v�eri�e pour tout (x; y) 2 (Rn )2, tels que x 6= y, pour tout r�eel � 2 ]0; 1[ :

f((1� �)x + �y) < (1� �)f(x) + �f(y)

a) Montrer que pour tout x 2 R
n ; f(0) 6 f(x), puis que si x 6= 0, alors

f(x) > 0.

b) Montrer que inf
fx2Rn;jjxjj=1g

f(x) existe. On note cette valeur �. Montrer

que � > 0.

c) Montrer que pour tout jjxjj > 1, on a f(x) > �jjxjj. En d�eduire la valeur

de lim
jjxjj!+1

f(x).

Solution :

1. a) ? 'x;h est de classe C1, comme compos�ee de fonctions de classe C1 et :

'0
x;h

(t) =
nP
i=1

hi
@f
@xi

(x+ th), avec h = (h1; : : : ; hn)

? Soit (t; u) 2 R
2 , � 2 [0; 1], on a :

'x;h
�
�t+ (1� �)u

�
= f

�
x+ �th+ (1� �)uh

�
= f

�
�(x+ th) + (1� �)(x + uh)

�
6 �f(x+ th) + (1� �)f(x+ uh)

6 �'x;h(t) + (1� �)'x;h(u)
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et 'x;h est bien convexe.

b) Par convexit�e, la corde joignant les points d'abscisses t = 0 et t = 1 se

trouve au-dessus de la tangente au point d'abscisse t = 0, ce qui s'�ecrit :

'0
x;h

(0) 6 'x;h(1)� 'x;h(0)

2. Ce qui s'�ecrit :
nP
i=1

hi
@f
@xi

(x) 6 f(x+ h)� f(x)

Soit, avec h = y � x :
nP
i=1

(yi � xi)
@f
@xi

(x) 6 f(y)� f(x), ou encore :

h��!gradf(x); y � xi 6 f(y)� f(x)

3. a) En prenant x = 0 dans la relation pr�ec�edente :

8 y 2 R
n ; 0 6 f(y)

S'il existait un point x 6= 0 tel que f(x) = 0, alors par convexit�e stricte, on

aurait :

f(1
2
0 + 1

2
x) < 1

2
f(0) + 1

2
f(x), soit f(1

2
x) < 1

2
f(x) = 0, en contradiction

avec f(u) > 0 pour tout u.

b) La fonction f est minor�ee par 0 sur Rn , donc inf
kxk=1

f(x) existe et sa

valeur � est positive ou nulle.

Comme fx=kxk = 1g est ferm�e born�e dans Rn et f continue, � est une valeur

atteinte et donc � > 0

c) Soit x tel que kxk > 1, alors � = 1
kxk 2 ]0; 1[ et f(�x) < �f(x).

Par cons�equent :

� 6 f
� x
kxk

�
< 1
kxk f(x), soit f(x) > �:kxk et :

lim
jjxjj!+1

f(x) = +1

Exercice 21.

Soit n > 2 et E = R2n [X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels

de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2n.

Pour tout P 2 E, on d�e�nit :

F : x 7!
nP

k=0

(�1)kP (2k)(x)

G : x 7! F 0(x) sinx� F (x) cosx

o�u P (j)(x) d�esigne la d�eriv�ee j�eme de P .

1. Calculer G0(x), d�eriv�ee de G. En d�eduire que :Z
�

0

P (x) sin(x) dx = F (0) + F (�)
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2. On suppose que � est un nombre rationnel, c'est{�a{dire qu'il s'�ecrit sous

la forme � =
p
q
, avec p 2 N; q 2 N

� . On pose, pour tout n 2 N; Pn (X) =

1
n!
Xn(p� qX)n.

a) Montrer que pour tout j 2 f0; : : : n� 1g; P (j)
n (0) = 0.

b) Calculer pour tout j > 0; P
(n+j)
n (0).

On note alors Fn l'application associ�ee �a Pn comme d�e�ni au d�ebut de cet

exercice.

c) Montrer que Fn(0) 2 Z.

d) Montrer que pour tout x r�eel, Pn(� � x) = Pn(x). En d�eduire que

Fn(�) 2 Z.

3. Pour tout n 2 N
� , on pose :

In =

Z �

0

Pn(x) sin(x) dx

a) Montrer que pour tout n > 1; In 2 N
� .

b) Montrer que lim
n!+1

In = 0.

c) En d�eduire que l'hypoth�ese faite au d�ebut de la question 2. est absurde.

Conclusion ?

Solution :

1. Des calculs simples donnent :

F 00(x) =
nP

k=0

(�1)kP (2k+2)(x) =
nP

k=1

(�1)k+1P (2k)(x)

et :

G0(x) = (F 00(x) + F (x)) sinx = P (x) sinx

Donc : Z
�

0

P (x) sin x dx =

Z
�

0

G0(x) dx = G(�) �G(0) = F (�) + F (0)

2. a) 0 est racine de multiplicit�e n de P . Aussi, pour tout j �el�ement de

f0; : : : ; n� 1g, P (j)(0) = 0.

b) On a P (x) = 1
n!

nP
k=0

Ck

n
(�1)n�kpn�kqkxn+k . Aussi, pour tout j > 0 :

P (n+j)(0) = Cj

n
pn�jqj

(n+ j)!

n!
2 Z

c) Ainsi : F (0) =
nP

k=0

(�1)kP (2k)(0) 2 Z.

d) On a, avec � = p=q :



Analyse 41

n!P (� �X) = (� �X)n(p� q(� �X))n =
(p� qX)n

qn
(qX)n = n!P (X)

Donc Pn(� � x) = P (x), et par d�erivation P
(k)
n (�) = (�1)kP (k)

n (0) 2 Z, d'o�u

F (�) 2 Z.

4. a) Le polynôme P est dans R2n [X ]. Il v�eri�e donc le r�esultat de la question

1. Aussi In = F (0) + F (�).

Par la question 2. b) F (0) 2 Z et par la question 2. d), F (�) 2 Z. Ainsi

In 2 Z.

Mais sur l'intervalle [0; �] et en supposant que � = p=q, t 7! P (t) sin t > 0.

Ainsi In 2 N. Par continuit�e de cette derni�ere fonction, qui n'est pas la

fonction nulle, on a même :

In 2 N
�

b) De plus

jInj 6 1
n!

Z
�

0

xn(p� qx)n dx 6
� � �n � pn

n!

Cette derni�ere expression tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni, puisque l'on

sait même qu'il s'agit du terme g�en�eral d'une s�erie convergente..

c) Une suite d'entiers strictement positifs ne peut tendre vers 0. L'hypoth�ese

de la rationnalit�e de � conduit �a une absurdit�e.

Conclusion : � est un nombre irrationnel

Exercice 22.

On consid�ere le triangle num�erique suivant, o�u chaque nombre est obtenu

en additionnant les deux nombres de la ligne sup�erieure entre lesquels il est

plac�e :

0 1 2 3 4 5 : : :

1 3 5 7 9 : : :

4 8 12 16 : : :

12 20 28 : : :

32 48 : : :

80 : : :

1. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et k, avec k 6 n permettant

de calculer le (k + 1)�eme terme de la (n + 1)�eme ligne et l'utiliser pour faire

calculer �a l'ordinateur le nombre inscrit �a la pointe du triangle d'ordre n.

2. Soit (ak)k une suite de nombres et soit n 2 N. On construit, selon le mod�ele

pr�ec�edent, le triangle num�erique d'ordre n, obtenu en mettant sur la premi�ere

ligne les nombres :

a0 a1 a2 : : : an

a. Montrer l'�egalit�e :
n+1P
k=0

Ck
n+1ak =

nP
k=0

Ck
nak +

nP
k=0

Ck
nak+1
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b. Montrer, par r�ecurrence sur n que le nombre inscrit �a la pointe de ce

triangle est
nP

k=0

Ck
nak

c. En d�eduire la valeur du nombre inscrit �a la pointe du triangle d'ordre n

de la premi�ere question.

Solution :

1. Program ESCP23 ; uses crt ;

Var : n :integer

Function f(n,k :integer) :integer ;

Begin

If n=0 then f := k Else f := f(n-1,k)+f(n-1,k+1) ;

End ;

Begin

Readln(n) ; Writeln(f(n,0)) ;

Readkey

End.

2. a)
n+1P
k=0

Ck

n+1ak = a0 +
nP

k=1

�
Ck

n +Ck�1
n

�
ak + an+1

= a0 +
nP

k=1

Ck

nak +
n�1P
k=0

Ck

nak+1 + an+1

=
nP

k=0

Ck

nak +
nP

k=0

Ck

nak+1

b) Soit Hn la propri�et�e : hhsi la premi�ere ligne du triangle est b0; b1; : : : ; bn,

alors le nombre inscrit �a la pointe du triangle est
nP

k=0

Ck

n
bk, ceci quel que soit

le contenu de la premi�ere ligne du triangle ii.

? Pour n = 0, le nombre cherch�e est clairement a0, qui est bien �egal �a
0P

k=0

Ck

0ak.

? Si le r�esultat est vrai �a un certain ordre n, alors si a0; a1; : : : ; an+1 sont les

nombres de la premi�ere ligne, on a sur l'avant-derni�ere ligne les deux nombres

obtenus �a partir de a0; : : : ; an et �a partir de a1; : : : ; an+1, c'est-�a-dire, par

l'hypoth�ese de r�ecurrence :
nP

k=0

Ck

nak et
nP

k=0

Ck

nak+1.

En faisant la somme de ces deux nombres, on obtient le nombre inscrit

�a la pointe du triangle d'ordre n + 1, soit, d'apr�es la question pr�ec�edente

:
n+1P
k=0

Ck

n+1ak.
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Ceci prouve Hn+1 et on conclut par le principe de r�ecurrence.

Remarque : on peut aussi chercher directement combien de fois ak se retrouve

dans la sommation d�e�nissant le nombre �ecrit �a la pointe du triangle, ce qui

revient �a chercher le nombre de chemins joignant ak �a la pointe, sachant

que chaque �el�ement du chemin, en remontant depuis la pointe, est form�e

de traits joignant un �el�ement d'une ligne �a l'�el�ement de la ligne pr�ec�edente

imm�ediatement �a sa gauche, ou imm�ediatement �a sa droite. On voit ainsi

qu'il existe Ck

n chemins possibles,: : :

c) Dans notre cas particulier, on doit calculer
nP

k=0

kCk

n.

Or :
nP

k=0

kCk

n
=

nP
k=1

kCk

n
=

nP
k=1

nCk�1
n�1 = n:2n�1

Le nombre �ecrit �a la pointe du triangle d'ordre n est n:2n�1

Exercice 23.

Une machine fonctionne avec deux combustibles, dont les quantit�es respec-

tives (positives !) sont exprim�ees en m3 et not�ees x et y. La puissance de la

machine est :

P (x; y) =
kxy

(1 + x)2(1 + y)2

o�u k est un r�eel strictement positif.

1. D�eterminer (x; y) pour que la puissance de la machine soit maximale.

2. Les combustibles valent tous deux a euros le m3. D�eterminer (x; y) pour

que le rapport
puissance

prix
soit maximal. Pour cela, on pourra proc�eder comme

suit :

poser f(t) = t
(1 + t)2

, g(x; y) =
f(x)f(y)
x+ y

pour x > 0; y > 0 et (x; y) 6= (0; 0)

et montrer que :

a) en posant g(0; 0) = 0, g est continue sur (R+ )2 ;

b) pour tout R > 0, on a : max(x; y) > R =) g(x; y) 6 1
16:R

et en

d�eduire que : max(x; y) > 2 =) g(x; y) 6 g(1; 1) ;

c) g admet un maximum sur [0; 2]�[0; 2] atteint en un point de ]0; 2[� ]0; 2[

et d�eterminer ce maximum.

Solution :

1. Posons f(t) = t
(1 + t)2

, on a P (x; y) = kf(x)f(y), pour tout (x; y) 2 R+
2.

La fonction f est d�erivable sur R+ et f 0(t) = 1� t
(1 + t)3

.
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La fonction f passe par un maximum pour t = 1, ce maximum valant 1
4
.

Par cons�equent P passe par un maximum au point (1; 1), ce maximum valant
k
16

.

2. Le rapport puissance/prix vaut Q = k
a
g(x; y), donc Q est maximal lorsque

g est maximal.

a) Comme 0 6 (
p
x�p

y)2 = x� 2
p
xy + y, on a 2

p
xy 6 x+ y et :

0 6 g(x; y) =
xy

(1 + x)2(1 + y)2(x+ y)
6

xy
x+ y

6 1
2

p
xy

D'o�u : lim
(x;y)!(0;0)

g(x; y) = 0.

b) Comme g(x; y) = f(x)f(y) 1
x + y

, on a :

(x > R ou y > R) =) g(x; y) 6 f(x)f(y) 1
R
6 1

16:R

Avec g(1; 1) = 1
32

, on en d�eduit : max(x; y) > 2 =) g(x; y) 6 g(1; 1).

c) S'il y a un maximum, il est donc atteint en un point deW = [0; 2]�[0; 2].

La fonction g �etant continue sur W et W �etant un ferm�e born�e, la fonction

g admet un maximum sur W .

Pour tout t de [0; 2], on a g(t; 0) = g(0; t) = 0 et g(t; 2) = g(2; t) 6 g(1; 1).

Le maximum ne peut donc être atteint qu'en un point de l'ouvert W 0 =

]0; 2[� ]0; 2[, domaine sur lequel g est de classe C1.
Ainsi le maximum de g est atteint en un point critique de g appartenant �a

W 0.

On trouve :
@g
@x

(x; y) =
y(y � xy � 2x2)

(1 + y)2(1 + x)3(x+ y)2

et de fa�con sym�etrique :

@g
@y

(x; y) =
x(x� xy � 2y2)

(1 + x)2(1 + y)3(x+ y)2

Les �eventuels points critiques v�eri�ant x > 0; y > 0 sont donc solutions du

syst�eme :

(S) :

�
y � xy � 2x2 = 0

x� xy � 2y2 = 0

Avec x > 0 et y > 0, on a :

(S)()
�
y � xy � 2x2 = 0

(x� y)(1 + 2(x+ y)) = 0
()

n y = x

x� 3x2 = 0
() x = y = 1

3

Il n'y a qu'un point critique dans W 0, ce point est donc n�ecessairement le

point o�u g atteint son maximum sur W , donc sur R+
2.

Le rapport puissance/prix est maximal pour x = y = 1
3
, ce maximum valant

27k
528a

.
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Exercice 24.

Soit (n; p) 2 N
2 , avec n > 2. On pose :

In =

Z +1

0

� sin t
t

�n
dt Sp =

Z
p�

0

� sin t
t

�n
dt

1. Justi�er l'existence de In.

2. On suppose dans cette question, que n est un entier impair �x�e. Montrer

que les suite (ap)p2N et (bp)p2N d�e�nies pour tout p 2 N par ap = S2p et

bp = S2p+1 sont adjacentes et de limite commune In.

3. Montrer que In > 0, pour tout n > 2.

4. a) Montrer que pour tout t 2 [0; 1], 0 6 sin t
t

6 1 et que la fonction

t 7! sin t
t

est d�ecroissante sur [0; 1].

b) Soit a 2 ]0; 1[. Montrer que : lim
n!+1

Z 1

a

� sin t
t

�n
dt = 0.

5. Montrer que pour tout N 2 N tel que N > 2, on a :

NP
n=2

(�1)nIn =

Z +1

0

1 + (� sinx
x

)N�1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

En d�eduire que la s�erie
P
n>2

(�1)nIn converge et trouver une expression de sa

somme �a l'aide d'une int�egrale.

Solution :

1. La fonction t 7!
� sin t
t

�n
est continue sur R�+ et se prolonge par continuit�e

par 1 en t = 0.

De plus, pour tout n > 2 et t > 1,
��� sin t

t

�n�� 6 1
tn
. Ce qui prouve que In

existe pour tout n > 2.

2. On a, par imparit�e de n :

Sp =
p�1P
k=0

Z (k+1)�

k�

� sin t
t

�n
dt =

p�1P
k=0

Z
�

0

(�1)nk
� sin t
t+ k�

�n
dt

=
p�1P
k=0

Z �

0

(�1)k
� sin t
t+ k�

�n
dt

Or, pour t 2 [0; �] : sin t
t+ (k + 1)�

6 sin t
t+ k�

6 sin t
t+ (k � 1)�

, ce qui montre

que, pour tout p 2 N, S2p 6 S2p+2 6 S2p+3 6 S2p+1.

En�n :

0 6 S2p+1 � S2p =

Z
�

0

� sin t
t+ 2p�

�n
dt 6 �

(2p�)n
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Cette derni�ere quantit�e tend vers 0 lorsque p tend vers l'in�ni, ce qui permet

de conclure.

3. Si n est pair le r�esultat est �evident, par positivit�e de l'int�egrale. Si n est

impair, la question pr�ec�edente donne :

In > a1 =

Z
�

0

(sin t)n
� 1
tn
� 1

(t+ �)n
�
dt > 0

4. a) Une �etude �el�ementaire de f : t 7! sin t
t

donne :

� f est continue sur ]0; 1], et se prolonge en 0 par 1.

� f est d�erivable sur ]0; 1] et pour tout t dans cet intervalle

f 0(t) = t cos t� sin t
t2

. La d�eriv�ee en 0 s'obtient par lim
t!0

f 0(t) = 0. Le signe de

f 0 sur [0; 1] est celui de son num�erateur ou celui de t � tan t qui est n�egatif

sur [0; 1]. Ainsi la fonction f est d�ecroissante sur [0; 1].

Les in�egalit�es 0 6 sin t
t
6 1 sont maintenant �evidentes.

b) Par la question pr�ec�edente, si 0 < a 6 t 6 1, alors 0 6 sin t
t
6 sin a

a
< 1,

et Z 1

a

� sin t
t

�n
dt 6 (1� a)

� sin a
a

�n
ce qui donne le r�esultat souhait�e.

5. Chacune des int�egrales In �etant convergente, la somme �etant �nie, il vient

par calcul de somme de s�erie g�eom�etrique :
NP
n=2

(�1)nIn =

Z +1

0

1 + (� sinx
x

)N�1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

que l'on peut �egalement �ecrire sous la forme :Z +1

0

1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx+

Z +1

0

(� sinx
x

)N�1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

La fonction x 7! x
x+ sinx

est continue sur R+ (en 0 elle se prolonge par

continuit�e par 1=2) et lim
x!+1

x
x+ sinx

= 1. Elle est donc born�ee sur R+ .

Ainsi l'int�egrale

Z +1

0

1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx existe.

La seconde int�egrale existe donc �egalement. Montrons qu'elle tend vers 0

lorsque n tend vers l'in�ni.

? La fonction x 7! 1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
est born�ee sur R+ , soit M un majorant

de cette fonction.

? On �ecrit, pour tout a tel que 0 < a < 1 :Z +1

0

��� sinx
x

���N�1

dx =

Z
a

0

���sinx
x

���N�1

dx+

Z 1

a

��� sinx
x

���N�1

dx+

Z +1

1

��� sinx
x

���N�1

dx
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Or :

0 6

Z +1

1

��� sinx
x

���N�1

dx 6

Z +1

1

1
xN�1 dx = 1

N � 2

La fonction x 7! sinx
x

�etant continue sur R+ et inf�erieure �a 1 :Z
a

0

���sinx
x

���N�1

dx 6 a

Soit " > 0. On choisi a < "=3, puis N tel que 1
N � 2

< "=3, et tel queZ 1

a

��� sinx
x

���N�1

dx < "=3

(par la question 4.b)

? Alors pour N assez grand, l'int�egrale est major�ee en valeur absolue par

M", ce qui prouve bien qu'elle est de limite nulle.

Ainsi la s�erie
P
n>2

(�1)nIn converge et

+1P
n=2

(�1)nIn =

Z +1

0

1

1 + sinx
x

� sinx
x

�2
dx

Exercice 25.

Soit R[X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels. On s'int�eresse

aux suites (Pn)n>0 de polynômes de R[X ] v�eri�ant les trois conditions

suivantes (not�ees conditions (C) ) :

(1) P0(X) = 1

(2) P1 6= 0

(3) pour tout n 2 N, pour tout (x; y) 2 R
2 , Pn(x+y) =

nP
k=0

Pk(x)Pn�k(y).

1. Montrer que la suite (Pn) d�e�nie par Pn(X) = Xn

n!
v�eri�e les conditions

(C).

2. On consid�ere la suite (Pn) d�e�nie par P0(X) = 1 et pour tout n > 1 :

Pn(X) =
X(X + n)n�1

n!

a) V�eri�er que pour tout n > 1; P 0
n(X) = Pn�1(X + 1) (P 0

n d�esigne le

polynôme d�eriv�e de Pn).

b) En d�eduire que cette suite (Pn) v�eri�e les conditions (C).

3. Soit u une fonction de R dans R qui admet un d�eveloppement limit�e �a tout

ordre en 0 et telle que u(0) = 0; u0(0) 6= 0.

a) Soit x 2 R donn�e. Montrer qu'il existe une unique suite de polynômes

(Pn)n>0 telle que pour tout n 2 N, il existe une fonction "n(x; t) telle que :
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exu(t) =
nP

k=0

Pk(x)t
k + tn"n(x; t)

avec lim
t!+1

"n(x; t) = 0.

b) Montrer que la suite (Pn)n>0 ainsi d�e�nie v�eri�e les conditions (C).

c) Expliciter les polynômes Pn lorsque u(t) = ln(1 + t).

Solution :

1. Les conditions (1) et (2) sont imm�ediatement v�eri��ees. Quant �a la condition

(3) :
nP

k=0

Pk(x)Pn�k(y) =
nP

k=0

xk

k!
yn�k

(n� k)!
= 1
n!

nP
k=0

Ck

n
xkyn�k = Pn(x + y)

2. a) Il su�t de calculer la d�eriv�ee de Pn :

P 0
n(x) =

1
n!
(x+ n)n�2(x+ n+ (n� 1)x) =

(x+ 1)(x+ n)n�2

(n� 1)!
= Pn�1(x+ 1)

b) Les conditions (1) et (2) sont imm�ediatement v�eri��ees. Quant �a la

condition (3), e�ectuons une r�ecurrence :

P 0
n(x+y) = Pn�1(x+y+1) =

n�1P
k=0

Pk(x+1)Pn�1�k(y) =
n�1P
k=0

P 0
k+1(x)Pn�1�k(y)

E�ectuons le changement d'indice i = k + 1 ; il vient :

P 0
n
(x + y) =

nP
i=1

P 0
i
(x)Pn�i(y)

Fixons y et int�egrons par rapport �a x :

Pn(x+ y)� Pn(y) =
nP
i=1

(Pi(x) � Pi(0))Pn�i(y)

On conclut avec Pi(0) = 0 pour i > 1 et Pn(y) = Pn(y)P0(x).

3. �Ecrivons le DL �a l'ordre n > 1 de la fonction u, soit :

u(t) = a1t+ a2t
2 + � � �antn + o(tn) = Qn(t) + o(tn)

L'application t 7! xu(t) s'annule en t = 0 ; cela entrâ�ne que t 7! exu(t)

admet un DL en 0 �a l'ordre n, obtenu en tronquant �a l'ordre n le polynôme
nP

k=0

xk

k!
(Qk(t))

k.

L'unicit�e de chaque polynôme Pn est d�eduite de l'unicit�e du DL.

b) �A l'ordre 1, exu(t) = exa1t+o(t) = 1 + a1xt+ t"1(x; t).

Donc P0 = 1 et P1(X) = a1X 6= 0, car a1 6= 0.

De plus, comme e(x+y)u(t) = exu(t)eyu(t), la relation (3) se d�eduit de l'unicit�e

du DL et de la d�e�nition du produit de polynômes.

c) Pour u(t) = ln(1 + t), on a u(0) = 0; u0(0) = 1 et :
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exu(t) = (1 + t)x = 1 +
nP

k=1

Pk(x)t
k + tn"n(x; t)

avec :

P0(X) = 1; et pour tout k > 1; Pk(X) =
X(X � 1) � � � (X � k + 1)

k!


