1
ANALYSE

Exercice 1.
1 tz —1

1z

1. Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels 'intégrale /

0
est convergente.

Loz
On pose alors, pour tout « € D : p(z) = / fz— dt
o 1+1
2. a) Montrer que pour tout x € D : ¢(x) + p(x + 1) = %
b) Montrer que pour tout « € D : % < pz) < %

En déduire xll)g—loo ().

c¢) Soit ¥ une application définie sur D et qui vérifie :
e pourtout x € D :4(z) +Y(z+1) = %,
li =0.
On pose d = p — .
Montrer que d est 2-périodique. En déduire que d est identiquement nulle
sur D.

3. Calculer pour tout k € N* : p(k + ) +¢(k — 1)

1
En posant ug = (—1)’“(,0(14:—!— %) et en utilisant ug — uy_1, exprimer L,O(Tl-f- 5),
puis ¢(n + 1) en fonction de n.

_1\k—1 _1\k—1
4. En déduire que les séries Y (Gl D et Y, [l sont convergentes et
s 2k -1 sk

calculer leurs sommes respectives.
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Solution :

1

1. Au voisinage de 0

’ 1 +1
sur [0, 1] si et seulement si > 0. Ainsi la fonctlon @ est définie sur RY .

2. a) Pour tout > 0 :

)+ o) = [t g [ 1
(@) + oz + :/7 :/E, _1
T ;

b) Pour t € [0,1],1 < 1+4¢ < 2 donne :

1
L 7 <L
2z \/0 1—|—tdt< x

On en déduit que| lim ¢(z) =0

r—>+00

N

c¢) La fonction ¢ vérifie les mémes conditions que la fonction ¢. Sid = p—1,
il vient, pour tout > 0, d(z + 1) + d(z) = 0, donc d(z + 2) — d(z) = 0.
Donc pour tout n € N, d(z 4+ 2n) — d(z) = 0. La fonction d tendant vers 0 en
Iinfini, il reste a prendre la limite lorsque n tend vers l'infini pour conclure
que pour tout z > 0,d(z) = 0.

* 1 1y _ 2
3. Pour tout k € N*, ¢(k + 5) +<p(k—§) = 575
Ainsi pour tout k£ € N* :
]_ k n n _1 k
Uk — Up— Q(k )1, et u, — uo:kgl(uk—uk_l) :2k§1 Q(k—)l

Or, par le changement de variable t = u — 2, puis u = tanwv :

1
— (1 = s
to = ¢(3) /0(1+t\f 1+u 2

Donc :

k=1

eln+3) =215 - ¥ Gl
1

De méme pour tout k € N*, ok + 1) + (k) = 7- On pose alors :

v = (—=1)F¢@(k) et un calcul analogue au calcul précédent donne :
n no(—1 k
Up =01 = ) (vg = Vk—1) = X %

k=2 k=1

1
Or:vlch(l):/ At _p9
o 1+t

k-1
ce qui donne : [p(n +1) = (—1)”[1n2 — Zzzl %]
s . . (=1)k! (—1)k-!
4. On déduit de la question 2. b que les séries Y 32— et y, ~—~—
L2 %1 4k

sont convergentes et que :
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Exercice 2.

On considere une suite (ay,)n>0 de réels strictement positifs et deux nombres
réels ug et vp. On définit les suites (un)n>0 €t (vn)nzo par récurrence en

posant pour n > 1 :
Up = Up—1 T QpUp—1
Up = Up—1 — Qplp—1

1. Montrer que pour tout n > 1 :
n

up, + vy = (u3+v8>kH (1+a3)
=1

2. On suppose dans cette question que pour tout n € N,a, = a € R}

a) Montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont de méme nature (c’est-a-
dire que 'une converge si et seulement si ’autre converge).

b) En déduire que si (ug,vo) # (0,0), alors ces deux suites divergent.

3. Soient (x1, 2, ..., Ty,), n réels positifs. Montrer que :
n

H (1 + xk) < eTitaat+Tn
k=1

4. On suppose dans cette question que la série Y a? converge.

a) Montrer que la suite (wy,) définie pour tout n € N par w,, = u? + v?2 est
bornée.

b) En déduire que la suite (w,,) est convergente.

5. On suppose dans cette question que pour tout n € N, o, = 27"

a) Pour n > 1, exprimer u,, en fonction de ug,vo,v1, ..., Vn—1-

b) Pour n > 1, exprimer v,, en fonction de vg, ug, U1, ..., Un_1-

¢) On suppose que ug = 1 et vo = 0. Montrer que les suites (uy) et (vy)
sont convergentes.

Solution :

1. Avec les relations de récurrence, il vient :
ui =ui |+ vl |+ 204Uk 1051
{ vi=0i | +ajul | — 205up_1Vk_1
D’ott l'on tire : u +vi = (1 +ai)(uj_; +vi_y)
et par suite on a bien :

[u2 + 02 = (1+0a2)...(1+0})(ud + o) |

Remarque : On peut aussi poser z, = u,, + iv, et exprimer z; en fonction de
zk—1, la formule proposée traduit alors en fait une égalité de modules. ..
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2. a) Supposons que la suite (u,) converge vers une limite ¢.

Comme on a v,, = > (up, —un—1), on en déduit que la suite (v,,) converge vers
0, la relation v, = v,_1 — au,_1 implique alors que ¢ = 0. Les deux suites
convergent vers 0.

On montrerait la méme chose en supposant au départ que la suite (vy,)
converge.

b) Supposons (ug,vp) # (0,0) et que I'une des suites converge, alors les
deux suites convergent vers 0 et lim (u2 + v2) = 0.
n—roo
Or u? + v = (1 +a?)"(u} +v) — +oo et la contradiction est claire.

. . n—o0
Les deux suites sont donc divergentes.

3. On sait que pour z > —1,In(l + z) < =z, soit 1 + z < e*. On obtient
I'inégalité demandée par simple multiplication.

2 2 2 2 2 Z ai
4. a)Ona(l+a?)...(1+af) eitozttan Cer=1 = A,
On déduit alors de la question 1. : uj, + vy < A(uf + v), la suite (w,) =
(u? 4 v2) est donc majorée.
b) Le résultat de la question 1. montre également que la suite (u2 + v2)
est croissante, elle est donc convergente.
5. a) Comme up — ug—1 = QvE—1, on en déduit :
un:u0+vo+%vl+---+2n—1_1vn_1
b) Comme vy, — vp_1 = —agug_1, on en déduit :
vn =0 — (uo + Ly +---+2n—1,1un71)
¢) Onawuy = 1et vy = 0. La série de terme général a7 étant ici convergente,
on sait que la suite (u2 + v2) est bornée. Les suites (Ju,]) et (|v,]) sont

donc bornées et les séries de termes généraux respectifs 2—nun et 2—nvn sont

absolument convergentes, donc convergentes.
Des résultats a) et b) on déduit alors la convergence des suites (u,,) et (vy,).

Exercice 3.

Soit E ’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Pour toute fonction f € E, on définit une nouvelle fonction ®[f] par, pour
tout = € [0,1] :

olfle) = [ fe)a
1. Justifier que ®[f] € E.

2. a) On note ®° = Id et pour tout n entier tel que n > 1,®" = & o "L,
Calculer (@”[f])(p) (0) (dérivée d’ordre p en 0 de ®™[f]), pour 0 < p < n.
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b) En déduire une expression de ®"[f] a I’aide d’une seule intégrale.
3. Soit f € E et x € [0,1]. Justifier que la série Y ®"[f](x) converge.
neN
4. Montrer que, pour toute fonction f € FE, il existe une unique fonction

g € E telle que :
g—®lgl =7

Solution :

1. ®[f] n’est autre que la primitive de f qui s’annule en 0 (car f est continue).
Elle est donc dérivable sur [0,1] et a fortiori continue. Ainsi ®[f] € E, pour
tout f € E.

2. a) La fonction ®[f] est caractérisée par : (®[f])' = f et ®[f](0) =0, donc :
{ ®[f](0) =0
(®[f1)'(0) = f(0)
Supposons que pour un certain k > 0, ®*[f] soit caractérisée par :
{ 2*[£](0) =0
(®*[f]) = @ 1[f]

Alors ®*+1[f](z) = /xqﬂf[f](t) dt vérifie :

0
{ FHLf1(0) =0
(@[] = @*[f]

Ainsi, pour tout entier p > 0 :

_ _ 0 sip<k

(BF[f])P) = (@1 [fHP D =... = {f(o) Sp
b) La formule de Taylor avec reste intégral nous donne, pour tout entier

naturel n, et tout x € [0,1] :

#1f](a) = & @005 + [ @inen e a

ou,pour n > 1: .
n — ¢ (:L‘ — t)ni
1)) = | 10—
3. Pour tout = € [0,1] :
n ¢ (:L‘ — t)n71 1
2111 < swp 1) [ g ar <L s 17@)

qui est le terme général d’une série convergente. Les théoremes de comparai-
son des séries a terme positifs permettent de conclure a la convergence de la

série Y ®"[f](x).
4. Procédons par analyse/synthese. Supposons que g soit solution de I’équation
g — ®[g] = f. Alors pour tout k > 0, ®*[g] — ®*+1[g] = O*[f].
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Sommons ces relations pour k dans {0,1,...,n}. Il vient, par télescopage :
g— @t g] = 3 @t[f]
k=0

Par la question précédente, pour tout = € [0,1], lim ®"![g](x) = 0. Donc,
n

—+o0

oo
si g existe, alors g = > ®F[f].
k=0

(oo}
Posons alors g = Y ®*[f]. La fonction g existe d’apres la question 3.
k=0
Montrons que g vérifie I’équation g — ®[g] = f. A cet effet, notons, pour

>0, gn = > ®*[f]. On sait que pour tout z € [0,1], lim g,(z) = g(z)
k=0 n—+00

gn — Blgn] = B°[f] = @"TH[f] = f — 2" HI[f]
On conclut par le fait que pour tout x € [0, 1], lirf T fl(z) =0
n—-—+0o0

et que :

Montrons enfin la continuité de g sur [0,1]. Notons M = sup |f(z)|. Soit

z€[0,1]
z €[0,1], hE]Rtelquem—l—hE [0,1]. Alors :
x+h 1 T -1
_ :r;-{—h—t)n _ (x —t)" ‘
9o+ h) S| a- [ o a

o Ff+h) - 1@)]
e+ 1) =) < ¥ A ( [ty - o t)n—1>dt>

s 5 A ( ™ +h—t)”‘1dt>+|f( h) - ()]

e+ 1) = g@)| < |fe+ ) = S@]+ 3 Y[+ o4 " =) + 1)

<If(x+h) = f@)|+ M e —1+e"th —e” + he" —1)]
Cette derniére quantité tend vers 0 lorsque h tend vers 0 par continuité de f
et de la fonction exponentielle.

o0
Ainsi g = Y ®*[f] est 'unique solution de I’équation proposée.
k=0

Exercice 4.
+oo —xt
Soit F' la fonction définie par : F'(z) = & ___dt
(z) ; T r

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction F'.
2. Etudier le sens de variation de la fonction F.
3. Déterminer la limite de F' en +oo.

4. a) Justifier, pour z € D, la convergence des intégrales :
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+oo _ 1 _
G(z) = g et I= [ =1y
T u 0

u

Montrer que G(z) = —Inz + G(1) + I + o(1), en déduire que G(z) est
équivalent a —Inz lorsque z tend vers 0 par valeurs supérieures.

b) Justifier la convergence de l'intégrale :

+oo e—xt
H(z) = /0 T 7dt
et déduire du a) que H(x) est équivalent & —Inx lorsque = tend vers 0 par
valeurs supérieures.

¢) Calculer la dérivée de la fonction g(t) = In (¢t + V1 +¢2) et en déduire
la valeur de l'intégrale :

+oo
J= / (# _ L)dt
o \ViiE T
d) En déduire un équivalent de F(z) quand z tend vers 0 par valeurs
supérieures.

Solution :
—zt

1. La fonction f, : t — \/% est continue sur R™, donc intégrable sur
+t

tout segment de cet intervalle.

—xt
Au voisinage de 400, fy(t) ~ g.(t) = eT'

e sixz <0, . ligl tg:(t) = +o00, ce qui entraine que l'intégrale n’existe pas.
— 400

o siz=0, f.(t) ~ %, ce qui entraine que l'intégrale n’existe pas.

e siz >0, , ligl t2g.(t) = 0, ce qui entraine I'existence de 'intégrale.
—+00

Le domaine de définition D de F' est donc R} .

2. La fonction F' est strictement décroissante sur D, puisque si 0 < = < v,
e—xt e—yt
>
Vit T J1+#2
a intégrer permet de conclure a l’inégalité stricte pour les intégrales :

F(z) > F(y)

et la continuité des fonctions

alors, pour tout ¢t > 0 :

3. Ona:O<F(w)</ e’“dt:%.Donc:
0

lim F(x)=0

T—+00

—Uu
4. a) Comme z > 0, u +> eT est continue sur [z, +oo[, donc intégrable sur

—u
tout segment de cet intervalle. De plus lim u? eT = 0 entraine ’existence

u—+00

de G(z), pour tout z € D.
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e -1

La fonction u +— est continue sur l'intervalle ]0,1] et admet un

prolongement par continuité en 0 par 1 (faire un DL). Le réel I existe donc.

“dt

1t7

Calculons G(z) +Inx — G(1) — I. Par la relation de Chasles et Inz =
il vient :

G(m)+1nm—G(1)—I:—/ e_MT_ldu
0

La fonction u — &——1

constante M > 0, et :
|G(z) + Inz — G(1) — I| < Mz =0o(1)

On a donc G(z) + Inzx = C +0(1) = O(1) = o(ln x) au voisinage de 0.

étant continue sur [0, 1], elle y est majorée par une

—xt
b) La fonction ¢ — est continue sur RT. De plus, lim #* £ =0,
t—+oo 1

t+1 t+

pour tout z € D. D’ou l'existence de H sur D.
Effectuons le changement de variable affine u =t + 1. Il vient :

+oo —z(u—1
H(z) :/1 et G~ et G(a)

U
On conclut en remarquant que lin}) e’ =
xr—

¢) Un calcul immédiat donne : ¢'(t) = 4, d’ou :
V1+t?

+00
_ 11 _ t+ V148217 _
= (m g di = [ (FRAEEE )} =2

d) Remarquons que :

— 7zt _ 1 —
F(z) - / 1+t2 i) dt| < T =12
x), i

Donc F(z) +1Inz = o(ln

Exercice 5.
On pose pour tout couple (x,y) de réels strictement positifs :
+oo t
e’ dt
x,y) = .

f(,y) [m (e +1)(y.e' +1)

1. a) Vérifier la convergence de l'intégrale ci-dessus.
b) Pour z > 0, calculer f(z,z).

2. Soient x et y deux réels strictement positifs distincts.

a) Montrer qu’il existe un unique couple de réels (a,b) tel que pour tout
t € R on ait :
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1 —_a L b
(wet +1)(ye' +1) me+1 ye' +1
On exprimera a et b en fonction de x et y.

b) En déduire la valeur de f(z,y).

3. Etudier l'existence de dérivées partielles pour f.
La fonction f est-elle de classe C! sur son domaine de définition ?

Solution :
¢
. € .
1. a) La fonction g : t — @l T e 1 1) est continue sur R.

—t
* Au voisinage de +o00, g(t) ~ (?z:_y’ fonction dont ’intégrale converge.
* Au voisinage de —oo, g(t) ~ e

également.

, fonction dont l’intégrale converge

Les théoremes de comparaison des intégrales de fonctions positives permet-
tent de conclure : f(x,y) est bien défini pour z > 0 et y > 0.

b) Comme z > 0, on peut écrire :
f(z w):/+m79tdt :l/ﬁoixetdt
’ Coo (et + 1) m ) (wel +1)2

t
ze —1 :
est t — , ce qui permet de conclure :
(ze® +1)? pel 417 AP

f(z,2) = /Jrooietdt _1

o (wet +1)? @

Une primitive de ¢ —

2. a) En réduisant au méme dénominateur, on obtient, :
1 = (ay+bz)et+(a+b) = 1. Les fonctions (t — 1,t — ef) étant indépendantes,
ceci est équivalent a :

a+b=1
ay+bxr =0
D’ou :
a=—L—, b= Y
T —y y—x
t
b) Une primitive de t te+ ] est ¢t — %ln(wet + 1). Ceci permet de
xe
calculer f(z,y). Pour tout  # y, on obtient :
flz,y) = 1 lim [ln (M)]A :L(lng—lnl).SOit :
T —Y A—+oco,B——oc0 y.et +1’1B r—y Yy
Inz —1
rFYy = f(m,y)zn";fyny

3. Pour tout = # y, on a immédiatement :
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Lizg—y)—lnz+1ny Ly—2)~Iny+Inz
Of (4y) = W) T oIy Df )k 2
O (x-y) dy (x-y)
En (a,a), on a:
B L fla+h,a) — fla,a) .. 1n(a+h)—lna—%
8_£(a’ a) = limy_,0 % = Illlg%) e

Or un développement limité de In(a + h) = Ina + In(1 + %) au voisinage de

0 donne : 5
— h _ A~ 2

X ln(a+h)—lna+a 2a2+0(h)

‘ou :

Haw=-34
ox 2a

Par un calcul identique, ou par symétrie des roles de x et y, il vient :
of N
(3y (aa a) - 2(12

Ainsi f admet des dérivées partielles en tout point de son domaine.

% On sait que f est de classe C! sur D si et seulement si les dérivées
partielles (z,y) — %(m,y) et (z,y) — g—i(m,y) sont continues sur D.
Il est évident qu’en tout point (z,y) avec © > 0,y > 0,z # y, ces fonctions
sont continues comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur

ne s’annule pas.

Pour z # y, on a :

Iny=Ilnx + %(y —x) — #(y - 55)2 +o((y — 55)2)
Donc :
of - __1
O (2,4) = =55 +o(1)
Ainsi, lorsque (z,y) tend vers (a,a) :
of _1 _9f
am(xay) — 2&2 - am(ava)
Le calcul est identique pour g—?];(m,y). Ceci nous assure que f est de classe

1 * *
C*sur R} x Ry.

Exercice 6.
On considere la fonction f définie sur R* par :
fizr— exp (—ﬁ)

ou exp désigne la fonction exponentielle.

1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0. On note g ce
prolongement.

2. Montrer que g est de classe C! sur R.
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3. Montrer qu'il existe une suite de polynémes (P,)n>0, & coefficients entiers
et dont on précisera les degrés, telle que pour tout entier naturel n et tout
réel strictement positif z on ait :

9™ (@) = P(L)g(a).
4. Montrer que g est de classe C* sur R.

5. On définit le type poly=ARRAY[O..20]0F INTEGER ;
On désire faire calculer a ’ordinateur le polyndéme Pjq.

a) Soit A une variable de type poly. Ecrire une procédure permettant de
modifier les coefficients de A, de sorte que s’il y a au départ dans A les
coefficients de P,, ceux-ci soient remplacés par ceux de Pp4;.

b) A l’aide de cette procédure, écrire un programme permettant de calculer
et d’afficher les coefficients de Piq.

Solution :

1.0n a lin}) f(z) = 0. On pose donc g(0) = 0.
T—

2. La fonction g est de classe C*° sur R* et :
* pour z > 0,¢'(x) = % exp(—1/z)
x
* pour z < 0,¢'(z) = —% exp(1l/x)
x
On a alors (limite classique) lin}) g'(x) = 0 et g étant continue en 0, par
xr—

théoreéme, g est de classe C! en 0, avec ¢'(0) = 0.
Finalement g est de classe C! sur R.

3. Montrons, par récurrence sur n, 'existence de P,, a coefficients entiers,
avec deg P, = 2n :
x Comme g% (z) = g(z), la propriété est vraie au rang 0, avec Py = 1.
* Supposons le résultat acquis pour un certain rang n. Alors :
Vo> 0,90(2) = Pa(L)g(w)

On en déduit :

Ve > 0,9 (2) = — 5 Pi(3)9(@) + Pa(@)g (@)
. m m
i.e.

Ve > 0,90 (@) = [~ 5 P(3) + Pale) 5] g(a)
Ce qui donne le résultat au rang n + 1, avec Ppiy (x) = 2* (P, (z) — P} (z))
et P,y1 est de degré 2n + 2 = 2(n + 1) et est bien a coefficients entiers.
On conclut donc par le principe de récurrence.

4. Par limites classiques, on a pour tout entier n, lim+ g™ (z) =0.
z—0
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On procede de méme sur R™, ou, mieux, on invoque la parité de g qui montre

que ¢ a méme parité que n.

Par conséquent lir% g™ (z) = 0 et par itération du théoréme précédent, on
Tr—r

en déduit que g est de classe C* sur R avec, pour tout n, g(”)(O) =0.

5. a) et b)
Program ESCPO6 ;
Uses Crt ;
Type poly=Array[0..20] of Longint ; Var P :poly; i,k : Integer ;
Procedure rangsuivant (Var A :poly) ;
Var i : Integer ; B :poly;
Begin
B[0] :=0; B[1] :=0
For i :=0 to 18 do B[i+2] :=A[i]-(i+1)#*A[i+1] ;
For i :=0 to 20 do A[i] :=B[i] ;
End ;
Begin
For k :=0 to 20 do P[k]
P[0] :=1
For k :=1 to 10 do rangsuivant(P) ;
For i :=0 to 20 do write(P[i], ’ ’);
End.

:=0;

Exercice 7.

1. a) Montrer que si z est un réel de |—1, 1] et n un entier naturel non nul :
I
£ =—In(l-= —/ T dt
=k o 11

n
b) En déduire que pour tout x €]—1,1[, la série > - est convergente et
>1
que : "

zl§ = —In(l —2)
n—

c) Soit y € [L, \/5[ On pose u = y_—l Montrer que :

V2 y+1

d) Compléter, en langage Pascal, I’écriture de la fonction :
FUNCTION Serie(y : REAL) : REAL ;
6 2n+1 -1
; A . U Moy — Y
qui rend comme résultat : 2n§0 on 1 Ol U SR

2. a) Montrer que tout réel strictement positif z s’écrit de facon unique sous
la forme :
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z = 2Fx\/2xy
avec k entier relatif et y € 1 V2T,
velggval
b) Dans un programme en Pascal, on a déclaré deux constantes R2 et L2
contenant des valeurs approchées de /2 et de In 2. Dans les sous-programmes

a compléter ci—dessous, il est demandé de n’utiliser que les quatre opérations
de base (+, —, %, /).

i) Compléter I’écriture de la procédure :
PROCEDURE Decompose(x : REAL ; VAR k : INTEGER ; VAR y : REAL) ;
qui pour z > 0 détermine k et y définis en a).

ii) Compléter I’écriture de la fonction :
FUNCTION LnApprox(x : REAL) : REAL;

qui, pour > 0 renvoie comme résultat une valeur approchée de ln x obtenue
a partir de ’écriture de = vue en a) et utilisant Decompose et Serie.

Solution :

n k L ® z n z T on
1. a) Zm—:Z/t’“—ldt:/ Lt dt:/ ~dt —/—t dt.
ZF T A, ) I—1 , T—1 ), T-1

k
xr
Comme / % = —In(1 — x), on a le résultat souhaité.
o T—
. " |z|" ) s
b) Pour tout ¢ compris entre 0 et z, on a 77| S T— ]’ d’ou
n+1
‘ dt‘ 2] — 0
1 —t — |z| n—co
n
On a donc Z —In(1—x)
: n~>oo

, . I y—-L1_,__2
¢) L’application f définie sur [1/v/2,v/2[ par f(y) = ST 1 1 TS est

continue et strictement croissante, donc réalise une bijection de son domaine
de définition sur [f(1/v/2), f(vV2)] = [-(vV2 = 1)%, (V2 + 1)2[
De plus f~! est définie sur ce domaine par f~1(u) = %

Doncsiy € [1/v2,vV2[etu= f(y),onau € [-(vV2— 1)2,(\/_+1)[ C]-1,1]

et donc :
Iny —ln(1+5) =In(1+4u) —In(1l —u)
00 k o0k 00 ((—l)k_l—{—l)uk

=y oy o 5

k=1 k=1 k=1
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_ R 24!
Iy =2 Sut1

d) On utilise l’algorithme de Horner.

Function Serie(y :real) : real;
Const n=6; Var u,u2,aux : real; i : integer ;

Begin
u := (y-1)/(y+1) ; u2 := Sqr(u) ; aux := 1/(2*n+1) ;
For i := (n-1) Doxnto O do aux := aux*u2+1/(2xi+1) ;
Serie := aux*2*u ;

End ;

Remarque : on peut montrer que sur le domaine considéré, ’erreur commise
en remplacant Iny par Serie(y) est majorée par 5.1013.

2. a) Analyse : si x = 2F\2.y, avec k € Z et y € [1/v2,V/2], alors

k k+1 4 . _ilnz _ =z
2L <2 et donc nécessairement k = Lln2J ety = —2’“\/5

Sep - qyi _ilnz __x i
Syntheése : soit & > 0, posons k = Lln2J ety = /3’ alorson a: k € Z et

2k <o < 281 donc y € [1/v2,V2].
Ce qui donne l’existence et 'unicité cherchées.

b) i) On encadre, par essais successifs, = entre deux puissances successives
de 2 : il y a deux cas a envisager selon la position de = par rapport a 1.

Procedure Decompose(x : Real; Var k : Integer ; Var y : Real) ;
Var z : Real ;
Begin
If x>=1
Then Begin
k :=0; z :=x;
While(z>=2) Do Begin z :=z/2; k :
End
Else
Begin
k :=-1; z := 2%x;
While (z<1) Do Begin z :=z*2; k :
End
y :=z/R2;
End ;

k+1 End ;

k-1 End ;

iﬂ Function Lnapprox(x :Real) :Real ;
Var k : Integer ; y : Real;
Begin

Decompose(x,k,y) ;

Lnapprox := (k+1/2)*L2+serie(y) ;
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End ;

Exercice 8.

On considere la suite réelle (uy,)pen vérifiant up = uy = % et, pour tout

n e N, Up+2 = 1+ VUn+1Unp-
1. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que tous ses termes sont

supérieurs ou égaux a 5

2. Montrer que la suite (u,)nen est croissante. Que peut-on en déduire quant
a sa limite éventuelle 7

3. a) Montrer que, pour tout n € N, w11 — up < 1
unJrl < 5

Up 3

4. a) Montrer que, pour tout n € N, w42 — u, > 1.

b) En déduire que, pour tout n € N,

b) En déduire que, pour tout n € [2,+o0] :
Vit 1
Vit + s~ ﬁ 1
5. Déduire des résultats précédents que, quand n tend vers +o00, u, = O(n),
n=0(uy) et Upt1 ~ Un.

Upt1 — Up 2

Solution :

1. On considere la proposition P, suivante : «n appartient au domaine de
définition de la suite (up)nen €t u, > 3/2»

* Py et Py sont vérifiées par définition.

* Montrons que pour tout n € N,P, et Ppy1 = Pni2. En effet, par
hypothese, u,, et u,4+1 sont positifs ; I'image de n + 2 par la suite u est donc
définie et :

Upy2 = 1+ fuppiu, > 1+ % > %
On conclut, par le principe de récurrence, que la suite (u,,)nen est bien définie
et que pour tout n € N, u,, > %
2. Montrons le résultat demandé par récurrence sur n.
o uy=u; =3/2etus =5/2>u;.
& Upio — Upt1 = /Un(y/Unt1 — VUn—1) = 0, en utilisant ’hypothese de
récurrence U,_1 = Uy = Upy1, o0 en déduit w49 > Uyt
On conclut que la suite (u,,) est croissante.
Supposons que la suite (un)nen converge vers £. Alors ¢ > 3/2. La suite
(Untni1)nen converge, elle, vers £2, et par continuité de la fonction racine,
la suite (\/UnUnt1)nen converge vers |£| = £. On en déduit que £ =1+ ¢, ce
qui est absurde.
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Ainsi, la suite (u,)pen n’admet pas de limite, mais comme elle est croissante,
elle tend vers l'infini.

3. a) Pour tout n > 1,

Up41 — Up = 1—-u,+ VUnUn-—1 = 1- vV un(\/ Up — \/unfl) <1
par croissance de la suite (u,)nen et de la fonction racine carrée.
D’autre part u; — up = 0 < 1. Ainsi, pour tout n € N, up41 —up < 1.

b) On a alors, pour tout n € N :

Unt1 14+u, 1 2
Up, < unn_1+un<1+3

4. a) Pour tout n € N :
Upgo —Up =1 —uy + VUn+1Un = 1+ V4 Ufn(\/un+1 Vu )
pour les mémes raisons que précédemment.

b) Pour tout n > 2 :

— Uy = /U u VUn-1 Up — U
Upy1 n = fUn_1(/Un — \/Un_2) = \/U_-i-\/m( n— Un_2)

Donc :
n w ) \/un 1 —
n+ n 2 '_un-l-\/unz \/un +\/un2 / +1

Un—1

H Up, < § Un—2 <
puisque S 3 et uny S 1.
5. x En sommant terme & terme les inégalités uk+1 —ur < 1, pour tout k£ de
{0,1,...,n — 1}, on obtient pour tout n € N*, u,, < up + n. Ce qui entraine
que u, = O(n), pour n tendant vers I'infini.

1 1
* Uil — Up = \/_ donne pour n > 2, up Zuzs +(n —2)———— e
5/3+ 1 V5/3+1

donc n = O(uy,) pour n tendant vers 'infini.

x Par les questions 1., 2., 3. a), on obtient 1 < % <1+-1

- ce qui entraine
n Un

que Up41 ~ Uy, pour n tendant vers linfini.

Exercice 9.

1. Soit f:[0,4+00[ — R une fonction continue et décroissante telle que
+0o0

I'intégrale f(x) dx converge.
0

a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +oc.
b) Montrer que, pour tout réel h > 0 et tout N € N* :

N Nh N—1
h szlf(nh) < | f(@)dz <h szo f(nh).

c) En déduire que, pour tout réel h > 0, la série de terme général f(nh)
converge et que :
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+o0

“hf(0)+ h +éf(nh) <[ f@de<n if(nh)

0

d) Montrer que, quand h tend vers 0 par valeurs supérieures :
+oo

anh flz)dz

a) Montrer que la série ) t"* converge pour tout réel t € ]-1,1[.
neN

+00
b) Montrer que, quand ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures, ) '~

Solution :

1. a) x Supposons qu'il existe a tel que f(a) < 0, alors Vt > a, f(t) < f(a)
et donc : > / ft)dt < / fla)dt = (x —a)f(a) — —o0, ce qui

r—+00
contredit la convergence de 'intégrale f (t)dt
0

* Ainsi f est décroissante et positive, donc admet une limite £ > 0 en +oo0.
€T T

Supposons que £ > 0, alors / fitydt > / ldt = lx —> +00, ce qui

r—+
contredit & nouveau la convergence de l'intégrale. Bref :

‘ f est positive de limite nulle en 400 ‘

b) Par décroissance de f :
(n+1)h

nf(a ) < [ S0 de < hpmn)

h
En sommant, il vient bien :

Nh

N N—1
hglf(”h)< f@)de < h Z::Of(”h)

0

Nh

+oo
c) Soit I = / f(t)dt. Comme f >0, ft)dt < I, donc :
0 0

N
> flnh) < 4
n=1

La série de terme général f(nh) étant & termes positifs, elle converge. Par

passage a la limite dans ’encadrement précédent, il vient :
+oo

“hf(0)+ h +éf(nh) <[ f@de<n if(nh)

0
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o0
d) Ainsi I < h Y. f(nh) < I+ f(0)h et, par encadrement :

n=0

lim h % (nh) =1

h—0t =0

o +oo
. 1
I : ~ T .
Sif#0,onal>0ct: 3 fuh) h/o £(t) dt

n=0
Le résultat reste banalement vrai si f est la fonction nulle!
2. a) Soit t €]—1,1[. Pour tout n € N, |t”2| < [t]™, donc la série de terme
général t"° est (absolument) convergente.
b) On écrit alors, pour t €]0,1] : t7° = " Int = ¢~ (nV=Tnl)”,
Or la fonction f : x +— e~2" est continue et décroissante sur R+, d’intégrale

+oo
convergente, avec fitydt = @
0
Lorsque t tend vers 1 par valeurs inférieures, —Int tend vers O par valeurs
supérieures. On peut donc appliquer ce qui précede et :

= yn? 1 V7 Jr 1
ng()t - 2

yr oo NvT T

T
—Int 2

~

Exercice 10.

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.
On considere une fonction continue f: |0, +oo[ — R dont on suppose que :

1
(i) : / @ dt converge ou (i) : lim f(t) existe et est réelle (on la note
0 t—0+

alors £),
et que :

+oo
(ii) : / @dt converge ou (ii’) : lim f(t) existe et est réelle (on la
t——+o00

1
note alors L).

1. a) Montrer que, pour tous réels z et y vérifiant 0 < z < y,

[ L0100 g [ 10, [ S0,

ar ay

bx
b) Montrer que, si (i) est vraie, alors lim fw) du =0,
z—0t [ o u

o . (M F) =t
et que, si (i) est vraie, alors lim m——du = 0.

z—=0t [, 0

by
c) Montrer que, si (ii) est vraie, alors lim / fw) du =0,
y—r+o00 ay u
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by _
et que, si (ii’) est vraie, alors lim fw-L du = 0.
y——+o00 ay u

+oo
d) Déduire des résultats précédents que l'intégrale I = / w dt
0
converge et déterminer dans chaque cas sa valeur.

—bt

+oo —at
2. Que peut-on dire de l'intégrale / % dt ?
0

Solution :

/fat flat) = F(bt) 4 _ /fat _/y@dt

A T’aide de changements de variable linéaires :

ﬁmmﬁwwz“ﬁﬁw_”m%

ax bx u
puis, par la relation de Chasles :
b b
/yf(at> — F) 4y _ ””f ‘”f
t

bx
b) * Si i) est vraie , alors fsz du = / fu) du / fu) du et en

faisant tendre z vers 0 les deux termes ont la méme limite, donc la différence
a pour limite 0.

* Sii’) est vraie, alors :

bzf() du‘</bz| (u g|du max |f(u) — |/bzdu

az U laz,bz]

axr

< max |f(u) —€|lna

laz,bx]

Or, comme f est continue, [maéx]|f(u) — {| est un nombre de la forme
a

|f(ce) — £, avec ¢; € [ax,bz], nombre qui tend vers 0 lorsque x tend vers
0. II en est donc de méme de |f(c,) — £| et, par conséquent :

bx
lim M du =0

z—0% Jon U

c) » De la méme fagon, si ii) est vraie, on peut écrire :

by +o0 +o00
f(u) du = / f(u) du — fw) du et ces deux intégrales étant
ay u ay u by u

de limite nulle lorsque y tend vers +oo (restes d’intégrales convergentes), il

vient :

lim
y——+o00

”f()u_o

ay



24 ESCP-EAP 2001 - Oral

* Siii’) est vraie, alors :

by by b
Jw =Ly [THW =Ll o max | fw) — 1) [ e
U ay u ay
b
a

ay [ay,by] u
< max |f(u) — L|ln
lay,by]
Or, comme f est continue, [mai)x |f(u) — L| est un nombre de la forme
ay,by

|f(cy) — LJ, avec ¢, € [ay,by], nombre qui tend vers +oo lorsque y tend
vers +00. Donc | f(cy) — L| a pour limite 0 et, par conséquent :

by
im [ LW=Lg, g
y——+o00 ay u

d) 1l suffit de mettre les résultats précédents « bout & bout » en remarquant
bu
que, pour toute valeur de K : / % dt = Kln %. D’ou :
auw

* Sii) et ii) sont vraies I =0;
* Sii’) et ii) sont vraies I = Elng ;

* Sii) et ii’) sont vraies I = —Llng ;

* Sii’) et ii’) sont vraies I = ({ — L) In

b
)

2. Dans le cas présent, les hypotheses i’) et ii’) sont vérifiées, donc :

Foo e—at _ o—bt b
I= — dt converge et vaut In a
0

(Ces intégrales sont appelées intégrales de Frullini.)

Exercice 11.

Représenter dans R? I’ensemble des points de coordonnées (z,y) tels que

+o0 tz
94 4 _
| 1ntegrale I = A 1—|-—ty dt converge.

Solution :

t%
1+1¢Y
intégrable sur tout segment de cet intervalle.

Comme t* = e®!nt  la fonction t ~ est continue sur ]0,+oo[, donc

e pour t au voisinage de 0% :

siy >0, 1 fty ~ t*. L’intégrale converge si et seulement si z > —1.

siy=0 A i L’intégrale converge si et seulement si x > —1.
1+t 2

siy <0, tr 1 L’intégrale converge si et seulement si y —x < 1.

14+t v



Analyse 25

e pour ¢t au voisinage de +00 :

. e 1 sz . .
siy >0, ~ . L’intégrale converge si et seulement si y —x > 1.
Yy T+ e g g Y
. t* [ ST : :
siy =0, —— ~ %-. L’intégrale converge si et seulement si z < —1.
Y 1+¢v 2 & &
xT
siy <0, 1 i i t*. L’intégrale converge si et seulement si x < —1.

1
En conclusion, l'intégrale I existe si et seulement si les deux intégrales / et
0

+oo
/ convergent, soit :
1

(y>0etz>-lety>xz+1)ou
(y<Oetz<—-lety<z+1).

La représentation graphique s’en déduit.

Exercice 12.

+0o0
On pose, pour tout n € N, I, = / 2" e /2 dp.
0

1. Vérifier que l'intégrale I,, converge.

2. Déterminer une relation entre I, 1o et I,,.

En déduire les valeurs de Is,41 et de Iy, puis de Lon
2n+1

3. a) Montrer que pour tout n > 1 :
+oo +0o0
/ gt emne®/2 gy = / a1l emne /2 gy
0 0

b) Montrer que pour tout n > 1 :

_n+2 n+1

+oo
n 2 Inyi—n 2 I, = / a1 emne 2 (g — 1)2 dy
0

1
2
c¢) En déduire que pour tout n > 1 :
0< \/ﬁ-[n < [n+1
4. Montrer que pour tout n > 1 :
Ji- 2 <o <1
En déduire un équivalent de C3, lorsque n tend vers +oo.
5. En admettant la formule de Stirling : n! (N) ne~"v/27mn, retrouver le
o0

résultat précédent.

Solution :
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1. La fonction z — z™.e~"/2 est continue sur [0, +00[, pour tout n € N, donc

intégrable sur tout segment de cet intervalle.

lim 22.2"%.e"%"/?
z—400

comparaison avec une intégrale de référence de Riemann.

= 0, ce qui entraine l'existence de I,,n € N, par

2. 11 suffit de faire une intégration par parties sur un intervalle de la forme
[0, A], puis de faire tendre A vers U'infini, pour obtenir I,,1» = (n + 1)I,,.

Par une récurrence descendante, il vient :

Iy =2nlyy, 1 = --- =2"nl} = 2"n!
car : I1 = /+Oo:c.e_”2/2 de =1
De méme : ’ | |
Ly =02n—1)n > = 7(271)82)_ D Ly o=-= (227::1),' Iy = (22”711)' %

—+o0
car : Iy = / e 2 dy = %\/27‘(
0

Ly (2"a1)2V 2 4V 2

3. a) Soit A > 0.
A A A
/ 2L e /2 dy = [__133".637%2/2] +/ mnfl.efmﬁ/z,dm
n 0 0

0
En faisant tendre A vers l'infini, il vient :

—+oo +oo
[Tetenrar = [Tt
0 0
b) Par convergence de toutes les intégrales suivantes, on a :
1 [T 2
—/ 2 le 2 (x — 1) da
2 Jo
1 oo 2 1 +oo 2 +oo 2
== gl emne /2 gy 2 v lene /2 gy e " /2 dy
2/ 2 Jo 0
+o0 5 +oo 5
:/ gt e ne/2 g —/ e /2 dy
0 0

En effectuant le changement de variable t = y/nz, il vient, pour A > 0 :

A Ayn
/ ot e et /2 gy = / no T e /2 gy
0 0
donc :

“+o00 .
2 _n+2
/ et e 2 dy =TT Iy
0

A Ayn
+1
De méme : / e "2 4y = / nTT et /2 dt et
0 0
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+oo 2 n+1
/ e " 2dr =n" "2 I,
0

ce qui donne finalement :

+oo
_nt2 _ntl 2/ .
n 2 Iyyg—n 2 I, = / e e 2 (g — 1) dx

0

D=

c)Ona:

ni2 i 1 2/2 2
Iy — \/_I—— v e 2 (x —1)%de > 0
0
Donc v/nl, < Ip41. L’autre inégalité est évidente.

4. D’apres ce qui précede :

0< V(2n—1)2nlz,y < V2nlan < Iopg

donc :
(n =2 72 < van S [T <1
Mais :
(2n_1) IZn 1 \/ 271—].2’!7,
I2n+1 V
donc :

V1= gn SR Ch <1

. li VNT ~n =1 no_, 4" .
Ce qui donne Jm S Cs, , et Gy, N

5. Si l'on admet la formule de Stirling, il vient :

n! ~e "n"/2mn, (2n)! ~e 2"(2n)?"\/4dmn
donc :

n (2n!) e 2"(2n)*"V4mn L Ar

N (pl)? e~ 2y, Vnrm

Exercice 13.

Soit f une fonction réelle, définie sur I'intervalle [0, +00[, convexe et de classe

c?.
1. Montrer que f’ est croissante sur cet intervalle.
k41
2. Soit k un entier naturel. Exprimer / (x—k- %) f'(z) dz en fonction de
k+1 *
flk), f(k+1) et de f(z)dx
k
k41
3. Montrer que : w > f(x)dx
k

4. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

LW+ 1@+ @)+ o+ =1+ 3w > [ 1(0)



28 ESCP-EAP 2001 - Oral

5. Montrer que :

k+1 i i
/k (m—k—%)f’(m)dmgf(k+1§_f(k)

1 1
[On remarquera que x 3 (x—k)? = (z— k) — Z) est une primitive de la
fonction z — z — k — %]

6. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

%f(1)+f(2)+f(3)+...+f(n—1)+%f(n)_/1nf(;g)dx<M

Solution :

1. C’est une question de cours : pour une fonction f de classe C* on a
équivalence entre le convexité sur un intervalle et la positivité de la dérivée
seconde de f sur cet intervalle.

2. Effectuons une intégration par parties :

k+1 1 k+1
[ ek hrwan=[e-k-hr)" - [ i@
k+1
INIGES(E3 I e

3. Effectuons le changement de variable u = ¢ — k — % dans 'intégrale

k1
/ (x—k-— %)f’(:z:) dz, puis partageons a I’aide de la borne intermédiaire
k

)

on obtient :

k+1 1
/k (m—k—ﬁ)f’(m)dm

1
/ uf’(u+k:+%) du
0

1/2
:/0 u(f'(k+1/24u)— f(k+1/2—u))du

On conclut & la positivité par la croissance de la fonction f et le résultat 2.
donne l’inégalité souhaitée :

k+1
S+ 1) o [
2 k
4. 1 suffit de sommer, pour k € {1,...,n — 1}, les inégalités :
k+1
S fead) o [

k
pour obtenir, pour n > 1 :

LI+ 1@+ @)+ ot =D+ 31w > [ fw)da
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5. Intégrons de nouveau par parties :

T Ly iy e = LD = F'(R)
[ e=k=Hrwa

8
k+1
/ 2—(2:—k)+i)f”(m)dm
k
On conclut en remarquant que « — ((z —k)? —k)+ i)f”( ) est positive
sur Uintervalle [k, k + 1].
5. En sommant pour k € {1,...,n — 1} les précédentes inégalités, et en
utilisant :
k+1 k41
k k
on obtient, pour n > 1 :
!
- f'a
LI+ @+t S 1+ 1) - [ ey do < LI

Exercice 14.
1. Soient deux polynomes P et @) de R[X] tels que pour tout réel t € ]0, %[

on ait :
1 _ 1
P(tanzt) B Q(tan2 t)

Montrer que P et ) sont égaux.

a) Pour tout entier naturel n, montrer qu’il existe un polynéme P, vérifiant,
pour tout t € ]0,%[ :

(sin £)2 1Py (L) = sin[(2n + 1)1]

(on pourra développer (cost + isint)?"t!

a laide de la formule du binéme).
b) Montrer que le polynéme P, est unique.

c) Déterminer le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.

3. a) Montrer que P, admet n racines réelles distinctes que ’on déterminera.
b) Pour tout n > 1, on pose :
n 1
Z
k=1 tan? (2n+1)

Calculer u,,.

Solution :

1. Comme la fonction tan? prend une infinité de valeurs, le polynome P — @
admet une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul.
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2. a) On sait que pour tout n € N, sin(2n + 1)t = Im ((cost + isint)?™ ).
On développe par la formule du bindme et la partie imaginaire provient des
termes d’indices impairs, soit puisque i2¥*1 = i(=1)* :
n
sin(2n + 1)t = 3 C3Ft] (cos t)2(" =R (—1)k (sin t)2F+1
k=0
et pour ¢ non congru & 0 modulo 7 :
n 24 e
sin(2n + 1)t = (sing)2n+1 3 CREHT ()b (Cos L)t
=0 sin“t
— (sint)2n+! Z": 2k )k ( 1 )n*k
- = 2n+1 tan2t
D’ou :

PX) = 35 Cifth (-1

b) L’unicité du polynéme P, résulte de la question 1.

¢) On voit que P, est de degré n et de coefficient dominant C},,; = 2n+1.

3. a) On sait que pour ¢ non congru & 0 modulo 7 :

tan? ¢ (sint)?"+!
Comme sin(2n + 1)t est nul pour ¢t = nk—z-l’ avec k entier relatif, les nombres

1 . .
———=——— avec 1 < k < n, sont tous des zéros de P, et par stricte
tan®(km/2n + 1)’ S n P

monotonie de t% sur |0, 7/2[, ces nombres sont deux a deux distincts. On
an

vient donc de trouver les n zéros du polynéme P,, (qui est un polynéme de
degré n).

b) On peut donc factoriser P, (X), soit :

n
1
P,(X)=(2n+1 X—-—
n(X) = (2n )kl;ll( tanz(lmr/2n—|—1))
Le réel u,, représente la somme des zéros de P,,. En développant la derniere
expression de P, le nombre —(2n + 1)u,, est égal & 'opposé du coeflicient de

X"~ ! dans P,. Soit :

_ Gt _ 20(2n-1)
Up = — =

(2n +1) 6

Exercice 15.

1. Soit P la fonction polynomiale définie par P(t) = t> —t + 1.
a) Combien P admet—elle de racines réelles ?
b) Montrer que P n’admet pas de racine multiple dans C.

On désigne par a la racine réelle de P.
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2. On définit la fonction F par :
+o0 4
F(z) = ——dt
W= Pw
a) Déterminer le domaine de définition de F.
b) Déterminer le sens de variation de F et sa convexité.

c) Etudier les limites de F' aux bornes de son domaine de définition.

3. a) Déterminer un équivalent simple de F' au voisinage +00.
)

b) Déterminer, en fonction de a, un équivalent simple de F' au voisinage
de a.

Solution :

1. a) On a facilement P'(t) = 5t* — 1 qui s’annule pour ¢ = +£5 /% Ce
ne sont pas des racines de P car autrement, en remplacant t* par % dans

t5—t+1:t.t4—t+1,ilviendraitt:%!

b) Les variations de P se déterminent aisément, et P admet un minimum
local en t = 5~Y/* minimum qui vaut m = 57%/4(5%/* —4) > 0 et un
maximum local en t = —5~'/4, ce maximum local étant a fortiori positif.
Comme t_l;erOOP(t) = —00, on en déduit que P admet une unique racine

réelle a et a est tel que a < —51/4,

c) Le calcul fait en a) montre que les racines complexes de P’ ne sont pas
racines de P, et les racines complexes de P sont toutes simples.

2. a) Comme a est racine simple de P, P(t) ~ C(t — a) au voisinage de a, la

A
4dt

valeur de C' étant sans importance ici, ce qui entraine que 'intégrale / P(t)

diverge. Donc Dy =]a, +o0[ ‘

b) F est une fonction continue et dérivable (car t — 4 _ est continue sur

P(t)
Dr) et pour tout x > a :
4(5z* = 1)
F' — 4 <0, F" _
(@) P —z+1 () (° — 2z +1)2

L’étude de la convexité de F' est alors sans probleme.

¢) Ona lim F(z) =0 comme reste d'intégrale convergente,
r—+00

et lim F(xz) = 400, car au voisinage de a¥, 4 4 avec
L, Fle) ; 0~ -0

Q(a) > 0.

3. a) Intuitivement, comme au voisinage de +oo, % ~ ;%, on peut penser

qu’au voisinage de +00 :
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+oo
F(:z:)N/ id_ 1

Montrons-le!

—+0o0 “+0o0
1 4t — 4 dt 1 4
F ——‘g —dt=4 g< at — 1
|F () zt /96 |t5(t5 t+1| /z 8 T’ o)

(en effet la fonction & intégrer est équivalente au voisinage de +o0o a ;ig, donc
pour x assez grand elle est majorée par tlg sur [z, +00[)
b) On sait que P(t) = (t — a)Q(t) d’ou P'(a) = Q(a). On a également :

—+o0o
/ %dt:F(O). On a alors, pour = tel que a < 2 <0 :
0

IR t‘/( dt_“/cz i

Q) 1
/Q t5—t+1 / t—a XQ(a)Q(t)dt

Cette derniere 1ntegrale converge, et est méme faussement impropre, lorsque

x est au voisinage de a (car tlim Q) — Qa) _ Q'(a)). Finalement :
—a

et

(t—a)
i — 4 Iz —a)=
Jlim (F(@) = F(0) + gis Ine - a)) = K
et comme hm F(z) = 400 :
o~ A lr—a —4In(z — a)
Y@ 5 M Y= Tt

Exercice 16.

1. Montrer que pour tout ¢ et pour tout s de l'intervalle [0, 1], on a :
|In?(1+¢) — In*(1 + s)| < 2|t — 5]

Dans la suite de cet exercice, g est une fonction continue de R dans R,

périodique de période 1.

a) Montrer que g est bornée sur R.

On pose pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout n € N* :
_ 1 e E+ty .2 k
(0= 15 [ (14 k)~ (14 ]

b) Montrer que :
1

lim un(t)g(t)dt =0

n—+00 0

1
a) Calculer/ In?(1 + t) dt.
0



Analyse 33

1
b) En déduire la convergence et la limite de la suite (/ g(nt) In®(1+t) dt)
0

n

1
en fonction de/ g(t) dt.
0

Solution :

1. C’est simplement l'inégalité des accroissements finis, que 1’on applique a

~ 2In(1+1)

la fonction f : t — In?(1 + t), en remarquant que f'(t) = 157 et que

l'on a :
Vtelo,1],]f(t)] <2ln2<2

2. a) g est continue sur [0, 1], donc bornée sur ce segment :
IVt e [0,1],]g(t)] < M
Puis : V¢ € [ (8)] = |£(t — [¢])] < M.

b) | / un(B)g(t) dt| < / fun (8)] 19 ()] dt

_ 1
M 24 bty 24k
gnk§0|0|1n(1+ ) 1n(1+n)|dt

_ 1 1
2M " [ k4t kg 2M
<nkz:jo/0|n n|dt—n/0tdt

<M—>0
n n—oo

D’ou le résultat.

3. a) En intégrant par parties (t — ¢t + 1 est une primitive de ¢ — 1) :

1 1 1
/ In®(1 + ¢) dt = [(t +1)In%(1+ t)] - 2/ In(1 + t) dt
0 0 0
Sachant que u — uInu—wu est une primitive de u — In u, on conclut aisément :
1
/ In?(1+t)dt =2In*2 —41ln2 + 2
0

b) /0 g(nt)In*(1 +t)dt = %/Ong(y) In® (1 + %) dy

1 n—1

k+1 ,
= kgo/k g(y) In (1 + %) dy

et, en posant y = k+ T :

/Olg(nt) n2(1 + t) dt = %/Olg(T)(:2:1n2 (1+E£L))ar

:/1g(T) de%nz_:lln2 (1+§) +/1un(T)g(T) dT
0 k=0 0
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Le deuxieme terme a pour limite 0 lorsque n tend vers I'infini et on reconnait
dans le premier terme une somme de Riemann.

1
Ce terme a donc pour limite / In?(141t) dt lorsque n tend vers P'infini. Soit :
0

1 1
/g(nt)1n2(1+t)dt — (21n22—4ln2+2)/ g(t) dt
0 0

n—o0

Exercice 17.

1. Soit (2y,)n>1 une suite de réels. Montrer que pour tout n > 2 :

n n n—1
kzl(Zk: — 1)z} -2 kEQ(k — Vzpr—g = nz? + k21 k(zy, — wpe1)?

2. On considere une suite (a,) telle que la série > a? soit convergente. On
définit une suite (A,) pardg = 0 et pour tout n > 1 :

n

An:lzak

n
k=1
a) Exprimer, pour k > 1, a;, en fonction de Ay et de Ag_;.

b) En utilisant la premiere question, montrer que pour tout n > 1 :
n

Z A% < 2 Z akAk
k=1 k=1

c) Montrer que :

3. En déduire que la série de terme général A} est convergente.

Solution :

1. Il suffit de développer I’expression située a droite :
n—1 . n—1 n—1 n—1

nxy + Y k(zy —xpp)? =nal + Y ko + Y kxp —2 ) kxpaeg
k=1 k=1 k=1 k=1

En regroupant et en décalant 'indice de sommation pour les termes rectan-
gles, il vient bien :

n

n n—1
S 2k -1z —2 Y (k= Dagwg—r = na? + Y k(zy — xp41)?
k=1 k=2 k=1

n n—1
2.a)nA, =Y ar =), ar+a,=(Mn—1)A, 1+ ay, donc :
k=1 k=1
Vn>1a,=n4,—(n—-1)A4,,
n n
b) On a, dapres 1. : > (2k —1)A7 > 2 > (k — 1) ApAg_1, soit :
k=1 k=2
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2> Ap(kAy — (k—1)Ar—1) > Y- A7, ou encore :
k=1 k=1
> AL <23 andy
k=1 k=1

¢) On sait (inégalité de Cauchy-Schwarz) que :

(3 man)’ < (3 a)($ 4)

et donc : _n n_ ;
(2 A2 <4(X 4 (X a})

k=1 k=1 k=1

3. Si les ay, sont tous nuls, il en est de méme des Ay, et la propriété est banale.
n

Sinon, il existe ko tel que Ay, soit non nul, et Y A? est strictement positif

k=1
n
a partir du rang ko et en divisant par Y. A? :
n KL
Vn 2 ko,kz Ak < 4kz Qg
=1 =1

D’ou la convergence de la série proposée, puisque cette série est a termes
positifs de sommes partielles majorées. On a de plus :

00 00
> AT <4 Y af
k=1 k=1

Remarque : on peut montrer que cette majoration est optimale, c’est-a-dire
que l'on ne peut pas remplacer 4 par un nombre plus petit. ..

Exercice 18.

Soit f une application de classe C? de R dans R. On suppose que f et f”
sont bornées sur R et on note My = sup | f(z)|, Ma = sup |f" (z)].
rER z€R

1. Montrer que pour tout x réel et pour tout h > 0, on a :

F@+h) - f(&) - hf'(@)] < 230"

f(o =) = f@) + hf' ()] < M3

En déduire que pour tout z réel et pour tout h > 0 :

! % Mzh
/()| < Mo 4 2

2. Montrer que f' est bornée sur R et que :

sup | f'(z)]| < V2MyM,
rER

3. On suppose que g est une fonction de classe C* de R dans R telle que g et
g'" sont bornées sur R. On note :

Mo = sup |g(z)|, M3 = sup |¢g"' ()]
z€R z€R
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En appliquant ’inégalité de Taylor sur les segments [z, z + 1] et [z, z + 2], &
un ordre suffisant, montrer de méme que g’ et g” sont bornées sur R.

Solution :

1. I s’agit simplement de l’'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & la
fonction f, a 'ordre 1, soit entre les points x et = + h, soit entre les points x
et x — h.

En sommant ces deux inégalités, il vient :

|f(z +h) = f(z —h) —2hf'(z)]
<|f(@+h) = f(z) = hf' (@) + |f(x = h) = f(z) + hf'(z)|
< Myh2.

Ainsi £ 2017(2)] < Moh? + 20y et - |()| < Mo 1

Myh
2

2. % Si My = 0, f" est la fonction nulle, donc f est affine et comme f est
bornée, f est constante. On a donc f' = 0, soit sup |f'(z)| = 0, et la propriété

zEeR
énoncée est banale.
* Si My # 0, une étude rapide de la fonction h € R} % + J\%h
montre que cette fonction est minimale pour h = 2]{\440, le minimum valant
2
My Ms.

Ce qui démontre la propriété énoncée.
3. On a de méme : . M

l9(z +1) —g(z) —g'(x) — 5 9"(x)| < F*

gz +2) — g(x) — 2¢'(2) - 29" ()| < 248

On peut donc écrire :

o

{ 9@+ 39" @) =0

29'(z) + 29" (z) = 8

avec |a] < % +2My et |8] < 43% + 2My.

Le systéme précédent donne ¢'(z) et ¢"(x) en fonction de « et 8, ce qui

prouve que ¢'(z) et g"(z) sont bornées indépendamment de z.

Exercice 19.
Soit (zn)n>0 une suite de réels strictement positifs tels que lirf Ty = +00.
n——+0oo

On lui associe la suite (u,),>0 définie pour tout n > 0 par :

n
Ty
un, = []
i Tk +1
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1. Montrer que la suite (u,) est bien définie et qu’elle converge vers un réel
Atel que 0 < A < 1.

2. Donner un exemple de suite (z,) pour laquelle on a lim wu, = 0.
n—+oo

3. Montrer que A # 0 si et seulement si la série ) :1% converge.
n

4. On suppose que la suite (x,,) est définie par :

To > 1
Tppr =22, 020

Déterminer la limite de la suite (u,,).

Solution :

1. z + 1 n’est jamais nul, donc la suite est bien définie.

Cette suite est & termes strictement positifs, et “E+tL — _Thtl _ -1

U Tpy1 + 1
La suite (u,) est donc strictement décroissante, minorée par 0 : elle converge

.. s To
et sa limite A\ vérifie 0 < A < 7o + 1 < 1.

2. Prenons par exemple la suite x définie par zo = 1,Vn € N*,z, = n. On a
bien lim x, = 400 et pourn >1:
n—oo

ok 1
“":,};Ilk+1 =+l ook
3. La suite u converge vers A > 0 si et seulement si la suite Inu converge vers
In A.
Or: In(uy) = 3 [In(zy) —In(a, + 1)) = — 3 In (14 L.

k=0 k=1 Tk

Ly~ L
T Tk
In (1+ ﬁ) converge si et seulement si la série de terme général ﬁ converge.
D’ot le résultat.

Comme z, tend vers +o0, In (1+ et la série dont le terme général est

4. x Par récurrence : Vn € N, z, = ()% et :

n
k

_ ok k=0 __ _2"ntl_q
[I 2= Il (x0)* =25~ =u5
k=0 k=0
On vérifie alors, par récurence, que :
n ontl_g ) x2”+1 ~1
[[@e+1)= 3> (20 =-"L—r
£=0 j=0 9 — 1
antl_g
. T To — 1 -1
En conséquence : |u, = =0 ‘n+1( 0o—1) — Zo
:E(Z) -1 n—o0o o
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Exercice 20.

Soit n € N tel que n > 2. L’espace vectoriel R” est muni de sa structure
euclidienne canonique, le produit scalaire étant noté ( , ) et la norme associée

Soit f une application de classe C' définie sur R & valeurs dans R, convexe,
¢’est—a—dire vérifiant pour tout (z,y) € (R™)?, et pour tout réel A € [0,1] :
F(=Nz +Ay) <A =N f(z) + Af(y)
Pour tout (h,z) € (R")? fixé, on définit la fonction ¢y, . de la variable réelle
t par :
Pn,a(t) = f(z +th)
1. a) Montrer que ¢y, est une fonction dérivable et convexe de R dans R.
b) En déduire que :
Ch,e(0) < @na(l) = n.o(0)

2. Montrer que pour tout (z,y) € (R*)?, on a :
(gradf(z),y — x) < fy) — f(=)

ol grad f(z) représente le gradient de f au point .

3. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et que gradf(0) = 0.
On suppose également que f est strictement convexe, c’est—a—dire qu’elle
vérifie pour tout (x,y) € (R*)?, tels que & # y, pour tout réel A €]0,1] :
F(A =Nz +Ay) <1 =A)f(z) +Afly)
a) Montrer que pour tout © € R*, f(0) < f(x), puis que si  # 0, alors
f(z) > 0.

b) Montrer que inf f(x) existe. On note cette valeur a.. Montrer
{zeRm,|lx||=1}
que a > 0.

c) Montrer que pour tout ||z|| > 1, on a f(z) > a||z||. En déduire la valeur
de lim f(2).

||| —+o0

Solution :

1. a) * @, est de classe C!, comme composée de fonctions de classe C' et :
n
o () =5 hi 2L (2 1 th), avec b = (hy,... )
’ i=1 amz

* Soit (t,u) € R?, A € ]0,1], on a:
Qo (At + (1= Au) = f(z+ Ath+ (1 — Nuh)
= f(A(z +th) + (1 — N)(z + uh))
<Af(z +th) + (1= A f(z + uh)
< A@a,n(t) + (1= A)pan(u)
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et g, p est bien convexe.

b) Par convexité, la corde joignant les points d’abscisses t = 0 et t = 1 se
trouve au-dessus de la tangente au point d’abscisse ¢ = 0, ce qui s’écrit :

0,1 (0) < @o,n(1) = 9a,n(0)

2. Ce qui s’écrit :

i=1
n

Soit, avec h =y —z : 3 (y; —fvl)axl( z) < f(y) — f(x), ou encore :

|(graif(x),y —2) < f(y) = f()]

3. a) En prenant = 0 dans la relation précédente :

Vy e R*,0< f(y)
S’il existait un point x # 0 tel que f(z) = 0, alors par convexité stricte, on
aurait :
f(%O + %m) < %f(O) + %f(a:), soit f(%a:) < %f(m) = 0, en contradiction
avec f(u) > 0 pour tout u.

> gl @) < fla+h) - (@)
of

b) La fonction f est minorée par 0 sur R", donc ”irlllf f(x) existe et sa
z||=1

valeur «a est positive ou nulle.

Comme {z/||z|| = 1} est fermé borné dans R" et f continue, o est une valeur
atteinte et donc a > 0

c) Soit x tel que ||z|| > 1, alors A = €10, 1] et f(Azx) < Af(z).

IIwII
Par conséquent :

a\f(H ||) f(z), soit f(z) > a[l] et :

1
1]l

lim f(z) =+
[z||—=+o0

Exercice 21.

Soit n > 2 et E = Ry, [X] espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
de degre inférieur ou égal a 2n.
Pour tout P € E, on définit :

Fioo 3 (=1)FPE0(g)
k=0

G:xw F'(z)sinz — F(z)cosz
ott PU)(z) désigne la dérivée 5 de P.

1. Calculer G'(x), dérivée de G. En déduire que :
/ P(x) sin(z) de = F(0) + F(r)
0
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2. On suppose que 7w est un nombre rationnel, c¢’est-a—dire qu’il s’écrit sous
la forme © = %, avec p € N,¢ € N*. On pose, pour tout n € N, P, (X) =

%X”(p —qX)"

a) Montrer que pour tout j € {0,...n — 1}, P,(Lj)(O) =0.
b) Calculer pour tout j > 0, P,(Lnﬂ) (0).

On note alors F;, 'application associée a P,, comme défini au début de cet
exercice.

c) Montrer que F,(0) € Z.

d) Montrer que pour tout x réel, P,(m — x) = P,(x). En déduire que
F.(m) € Z.

3. Pour tout n € N*, on pose :
I, = / P, (z)sin(z) dz
0

a) Montrer que pour tout n > 1,1, € N*.
b) Montrer que lim I, =0.
n—+00

c¢) En déduire que ’hypothese faite au début de la question 2. est absurde.
Conclusion ?

Solution :

1. Des calculs simples donnent :

F'(z) = Zn: (—l)kp(2k+2) (z) = 2”: (_1)k+1P(2k) ()
k=0 k=1
et :

G'(z) = (F"(z) + F(z))sinz = P(x)sinx
Donc :

/OWP(Z’) sinzdr = /OWG’(:E) dz = G(m) — G(0) = F(m) + F(0)

2. a) 0 est racine de multiplicité n de P. Aussi, pour tout j élément de
{0,...,n =1}, PY(0) = 0.

b) On a P(z) = % > Cﬁ(—l)””“p”*’“q’“m’”rk. Aussi, pour tout j >0 :
k=0
p(n+i) (0) — C{lpn—jqj (n ;;.7)' c7
n

c) Ainsi : F(0) = Y. (-1)FPE(0) € Z.

k=0
d) On a, avec 7 = p/q :
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WP — X) = (r — X)"(p — q(r — X))» = L= (g x)n = p(x)

n

Donc P, (7 — z) = P(z), et par dérivation P{¥ (r) = (=1)* P (0) € Z, d'ott
F(r) € Z.

4. a) Le polynéme P est dans Rq, [X]. Il vérifie donc le résultat de la question
1. Aussi I,, = F(0) + F(n).

Par la question 2. b) F(0) € Z et par la question 2. d), F(7) € Z. Ainsi
I, €Z.

Mais sur lintervalle [0, 7] et en supposant que @ = p/q, t — P(t)sint > 0.
Ainsi I,, € N. Par continuité de cette derniere fonction, qui n’est pas la

fonction nulle, on a méme :

1 [7 X" xp"
Ll < & [ 20— gy dr < TR

b) De plus

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, puisque ’on
sait meéme qu’il s’agit du terme général d’une série convergente..

c) Une suite d’entiers strictement positifs ne peut tendre vers 0. L’hypothese
de la rationnalité de 7 conduit a une absurdité.

Conclusion : 7 est un nombre irrationnel

Exercice 22.

On considere le triangle numérique suivant, ou chaque nombre est obtenu
en additionnant les deux nombres de la ligne supérieure entre lesquels il est
placé :

0 1 2 3 4 )
1 3 5 7 9
4 8 12 16
12 20 28
32 48
80

1. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et k, avec k < n permettant
de calculer le (k4 1)°™ terme de la (n + 1) ligne et l'utiliser pour faire
calculer & 'ordinateur le nombre inscrit a la pointe du triangle d’ordre .

2. Soit (ag ) une suite de nombres et soit n € N. On construit, selon le modele
précédent, le triangle numérique d’ordre n, obtenu en mettant sur la premiere
ligne les nombres :

Qg a1 Q2 e Qp

n+1 n n
a. Montrer Dégalité : > C¥, ap = Y Crap+ Y Clapy
k=0 k=0 k=0
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b. Montrer, par récurrence sur n que le nombre inscrit a la pointe de ce
triangle est

n
> Chay
k=0

c. En déduire la valeur du nombre inscrit a la pointe du triangle d’ordre n
de la premiere question.

Solution :

l.Program ESCP23 ; uses crt;
Var : n :integer
Function f(n,k :integer) :integer ;
Begin
If n=0 then f := k Else f := f(n-1,k)+f(n-1,k+1) ;
End ;
Begin
Readln(n) ; Writeln(f(n,0)) ;
Readkey
End.

n+1 n
2.a) > Clar=ap+ Y (CE+CE Yap +anp
k=0 k=1

n n—1
k k
=ap+ Y, Crar+ Y Crags1 + ant1
k=1 k=0

n n
k k
= E Cnak—|— E Cnak+1
k=0 k=0

b) Soit H,, la propriété : «si la premiere ligne du triangle est by, b1, ..., by,
n
alors le nombre inscrit & la pointe du triangle est > Cflbk, ceci quel que soit
k=0
le contenu de la premiere ligne du triangle ».
* Pour n = 0, le nombre cherché est clairement ag, qui est bien égal a
0
k

E Coak.
k=0
* Si le résultat est vrai a un certain ordre n, alors si ag, a1, ..., a,4+1 sont les
nombres de la premiere ligne, on a sur "avant-derniere ligne les deux nombres
obtenus a partir de ag,...,a, et a partir de ay,...,a,41, c’est-a-dire, par

n n
I’hypothese de récurrence : 3. CFay et 32 Cragyy.
k=0 k=0
En faisant la somme de ces deux nombres, on obtient le nombre inscrit
a la pointe du triangle d’ordre n + 1, soit, d’apres la question précédente
n+1
k
. Z CnJrl apg.
k=0
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Ceci prouve H, 41 et on conclut par le principe de récurrence.

Remarque : on peut aussi chercher directement combien de fois ay, se retrouve
dans la sommation définissant le nombre écrit a la pointe du triangle, ce qui
revient a chercher le nombre de chemins joignant ay a la pointe, sachant
que chaque élément du chemin, en remontant depuis la pointe, est formé
de traits joignant un élément d’une ligne a 1’élément de la ligne précédente
immédiatement a sa gauche, ou immédiatement & sa droite. On voit ainsi
qu’il existe Cfl chemins possibles,. ..

n
¢) Dans notre cas particulier, on doit calculer Y kCE.
k=0
n

n n
Or: Y kCF = Y kCh = 3> nChFl =nont
k=0 k=1 k=1

‘ Le nombre écrit 3 la pointe du triangle d’ordre n est n.27 7!

Exercice 23.

Une machine fonctionne avec deux combustibles, dont les quantités respec-
tives (positives!) sont exprimées en m?3 et notées x et y. La puissance de la
machine est : E
Plz,y) = —4
@9 = T2 e y?
ou k est un réel strictement positif.

1. Déterminer (x,y) pour que la puissance de la machine soit maximale.

2. Les combustibles valent tous deux a euros le m3. Déterminer (x,y) pour

" puissance

que le rappor soit maximal. Pour cela, on pourra procéder comme

suit :
poser f(t) = ﬁ » 9(z,y) = % pourz >0,y > Oet (z,9) # (0,0)

et montrer que :
a) en posant g(0,0) = 0, g est continue sur (R*)?;

1

6.R et en

b) pour tout R > 0, on a : max(z,y) > R = g(z,y) <
déduire que : max(z,y) > 2 = g(z,y) < g(1,1);

¢) g admet un maximum sur [0, 2] X [0, 2] atteint en un point de 0, 2[ % ]0, 2|
et déterminer ce maximum.

Solution :

1. Posons f(t) = ﬁ, on a P(x,y) = kf(z)f(y), pour tout (z,y) € Ry 2.

La fonction f est dérivable sur R* et f'(t) = (11+;tt)3
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1

1
Par conséquent P passe par un maximum au point (1, 1), ce maximum valant
k

16°

2. Le rapport puissance/prix vaut () = %g(m, y), donc ) est maximal lorsque
g est maximal.

a) Comme 0 < (vz — /7)* _:13—2\/_+y,0n32\/_ a:+yet:

La fonction f passe par un maximum pour ¢ = 1, ce maximum valant

0 < ) = < <
9@y = G2 (1+y) @ +y) v 3V
D’ou : lim z,y) =0.
(z,y)—(0, O)g( 2

b) Comme g(z,y) = f(2) f(y) g on a:
1

(@>Rouy>R) = g(,y) < [@)fW)F < 1op
Avec ¢g(1,1) = 32, )

¢) il y a un maximum, il est donc atteint en un point de W = [0, 2] x [0, 2].
La fonction g étant continue sur W et W étant un fermé borné, la fonction
g admet un maximum sur W.

Pour tout ¢ de [0,2], on a ¢(t,0) = ¢(0,t) = 0 et g(t,2) = g(2,t) < g(1,1).
Le maximum ne peut donc étre atteint qu’en un point de 'ouvert W' =
10,2[ x 0, 2[, domaine sur lequel g est de classe C*.

on en déduit : max(z,y) > 2 = g(z,y) < g(1,1).

Ainsi le maximum de g est atteint en un point critique de g appartenant a
w'.

On trouve : . oy — 2y — 2:1:2)
9z Y = WE )20+ ) (a + )7
et de fagon symétrique :
dg w(x — zy — 2y%)
ay("” oY) = (14 2)?(1 +y)>?*(z+y)?

Les éventuels points critiques vérifiant z > 0,y > 0 sont donc solutions du
systeme :
—ay—222 =0
S):Y Y
(5) {m—my—2y2:0
Avecz >0ety>0,0na:
—zy—22°>=0 y=zx 1
S) =YW = { y e r=y=1
S = e sy =0 = (s o = e =v=}
Il n’y a qu'un point critique dans W', ce point est donc nécessairement le
point oll ¢ atteint son maximum sur W, donc sur Ry 2.

Le rapport puissance/prix est maximal pour z =y = %, ce maximum valant

27k
928a’
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Exercice 24.

Soit (n,p) € N?, avec n > 2. On pose :
e sint\n PT o sinty\n
1. Justifier I'existence de I,,.

2. On suppose dans cette question, que n est un entier impair fixé. Montrer
que les suite (ap)pen et (by)pen définies pour tout p € N par a, = Sy et
by, = Sap4+1 sont adjacentes et de limite commune I,,.

3. Montrer que I,, > 0, pour tout n > 2.

4. a) Montrer que pour tout ¢t € [0,1], 0 < 51Tnt < 1 et que la fonction

t— SlTnt est décroissante sur [0, 1].

1 .
b) Soit a €10, 1[. Montrer que : lim (SITnt)ndt =0.

n—-+o0o a
5. Montrer que pour tout NV € N tel que N > 2, on a :
N +O°1+ —sinz\N—-1
> (=), = / i xsinz (SIEJ;)Zd-’E
0 A

En déduire que la série > (—1)™I, converge et trouver une expression de sa
n>2
somme a ’aide d’une intégrale.

n=2

Solution :

1. La fonction t — (SlTnt)n est continue sur R} et se prolonge par continuité
par Len ¢t =0. )

De plus, pour tout n > 2 et t > 1, |(51Tnt)n| < tln Ce qui prouve que I,
existe pour tout n > 2.

2. On a, par imparité de n :

ol T sint\n =l [T k(_sint \n
Sp = Z/ (5F7) dt = Z/O (=)™ (7)) dt

k=0 Jkn k=0
S k(_sint \n
5 [t
. sin ¢ sin ¢ sint :
Or, pour t € [0,7] : T (h+ Dn < Py < Iy ce qui montre
que, pour tout pe Na SZP < 52p+2 < SZp+3 < 52p+1-
Enfin :

0< S - S :/ sint ndt < s
X P2p+1 2p o (t+2p7r) X (2p7T)n
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Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini, ce qui permet
de conclure.

3. Si n est pair le résultat est évident, par positivité de 'intégrale. Si n est
impair, la question précédente donne :

"o 1 1
Ly>a= [ (sint)"(£ - —L Yat>0
“ /0 (sint) (t” (t+7r)”)

4. a) Une étude élémentaire de f : ¢ — SlTnt donne :

e f est continue sur ]0, 1], et se prolonge en 0 par 1.

e [ est dérivable sur |0, 1] et pour tout ¢ dans cet intervalle

) = tCOSttiz_Sint. La dérivée en 0 s’obtient par lim F'(t) = 0. Le signe de
f" sur [0,1] est celui de son numérateur ou celui de ¢ — tant qui est négatif

sur [0,1]. Ainsi la fonction f est décroissante sur [0, 1].
sin ¢
t

b) Par la question précédente, si 0 < a < ¢t < 1, alors 0 <
et

Les inégalités 0 < < 1 sont maintenant évidentes.

si?t < sina <1

~X a ?

1
sinty\n sin @\
[ e < (11— ) (129)
ce qui donne le résultat souhaité.

5. Chacune des intégrales I, étant convergente, la somme étant finie, il vient
par calcul de somme de série géométrique :

N +ool_+_(—sinx)N71 . 9

5= [ (s,

n=2 0 o
que 'on peut également écrire sous la forme :

+ o0 1 . 9 +o0 (—sinx)N—l . 9
/ sin & (Slgm) dx +/ - sinz (Slgm) dx
o 1+ 0 14+ 55%

x ; +
T Tz est continue sur R (en 0 elle se prolonge par

e ; T
continuité par 1/2) et zgf}rloo I Fsnz

La fonction x —
= 1. Elle est donc bornée sur R*.
“+oo 1 . 9
Ainsi lintégrale / — (M) dz existe.
o 1+ 7
La seconde intégrale existe donc également. Montrons qu’elle tend vers 0
lorsque n tend vers 'infini.

sin x
T

. 2 , . :
* La fonction z — ———( )~ est bornée sur RY, soit M un majorant

1+ sine

de cette fonction. ’
* On écrit, pour tout a tel que 0 <a < 1:

too . N-—1 a, . N-1
‘smx‘ de = smx‘ dr +
0 z o 1T

. N-1 +oo . N—-1
smx‘ di + ‘smx‘ da
x L x

1
a
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T lsing |V oy 1
0</1 |sine| dngl —ords = 3

La fonction z — % étant continue sur Rt et inférieure & 1 :

’

Soit € > 0. On choisi a < /3, puis N tel que

1
/

(par la question 4.b)

* Alors pour N assez grand, l'intégrale est majorée en valeur absolue par

Me, ce qui prouve bien qu’elle est de limite nulle.

sing |V 71
Tx‘ dr <a

—Nl_ 5 < €/3, et tel que

: N—-1
sinz " gy < o3

Ainsi la série ) (—1)"I,, converge et
n>2

= n e 1 sin |2
P In:/o s (82) %0

Exercice 25.

Soit R[X] ’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. On s’intéresse
aux suites (P,)n>0 de polynomes de R[X] vérifiant les trois conditions
suivantes (notées conditions (C) ) :

(1) Po(X)=1
(2) PL#0
(3) pour tout n € N, pour tout (z,y) € R?, P,(z+y) = Y. Pi(z)Po_i(y).
k=0
1. Montrer que la suite (P,) définie par P,(X) = XTT vérifie les conditions
(©). '

2. On considere la suite (P,) définie par Py(X) =1 et pour tout n > 1 :

P(x) = ELWT Z,n)nfl

a) Vérifier que pour tout n > 1,P.(X) = P,_1(X + 1) (P} désigne le
polynéme dérivé de F,).

b) En déduire que cette suite (P,) vérifie les conditions (C).
3. Soit u une fonction de R dans R qui admet un développement limité & tout
ordre en 0 et telle que u(0) = 0,u'(0) # 0.

a) Soit € R donné. Montrer qu'’il existe une unique suite de polynomes
(Pn)n>o0 telle que pour tout n € N, il existe une fonction e, (z,t) telle que :
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n
e”t) = S Pp(z)th + t"e, (w, 1)
k=0
avec lim e,(x,t) = 0.
t—+oo

b) Montrer que la suite (P,)n>0 ainsi définie vérifie les conditions (C).

c) Expliciter les polynoémes P, lorsque u(t) = In(1 + t).

Solution :

1. Les conditions (1) et (2) sont immédiatement vérifiées. Quant & la condition

3):

n n k n—~k n
> Pu@)Puily) = Y A = L 57 Chaky»* = Po(a +y)
k=0 im0 k! (n—k)! nl =
2. a) 1l suffit de calculer la dérivée de P, :
e z+1)(x +n)" 2
Po@) = Hle+m) 2o tn+(n—a) = LD —p @t

b) Les conditions (1) et (2) sont immédiatement vérifiées. Quant a la
condition (3), effectuons une récurrence :

n—1 n—1

P (z+y) = Py a(v+y+1) = Y Pr(a+1)Poy#(y) = > Py (@) Po1k(y)
k=0 k=0

Effectuons le changement d’indice ¢ = k£ + 1; il vient :

Pz +y) = ; P/(z)Po_i(y)

Fixons y et intégrons par rapport a « :

Pa(z + ) — Pu(y) = 3 (Pi(z) — Pi(0)Pa_i(y)

i=1
On conclut avec P;(0) = 0 pour i > 1 et P,(y) = P,(y)Po(x).
3. Ecrivons le DL & 'ordre n > 1 de la fonction u, Soit, :

u(t) = art + ast? + -+ -apt™ + o(t") = Qn(t) + o(t™)
L’application ¢ — zu(t) s’annule en ¢ = 0; cela entraine que t eu(t)
admet un DL en 0 a 'ordre n, obtenu en tronquant a l’ordre n le polynome

no_k

> T (Qr(D)k.

k=0 k!

L’unicité de chaque polynoéme P, est déduite de l'unicité du DL.

b) A Dordre 1, e*u(t) = erart+o(t) = 1 4 gy xt + te (x,t).
Donc Pp=1et P (X)=a1 X #0, car a; #0.
De plus, comme e(*+¥)u(t) = eze(Deyu(t) g relation (3) se déduit de Punicité
du DL et de la définition du produit de polynomes.

c¢) Pour u(t) = In(1 +t), on a u(0) =0,u'(0) =1 et :
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n
et = (1+ )" = 1+ Y Pp(x)th + t"en(, 1)
avec : =
Bo(0) = 1, ot pous tout 3 L. Pu(X) = X(X -1 (X —k+1)

k!




