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ALG�EBRE

Exercice 1.

Soit s 2 N; s > 2. On consid�ere l'espace vectorielMs(R) des matrices carr�ees
d'ordre s �a coe�cients r�eels. Pour tout A 2 Ms(R), on note t

A la matrice
transpos�ee de A.

Si x =

0
@x1

...
xs

1
A et y =

0
B@
y1
...
ys

1
CA sont deux vecteurs de Rs , on pose :

hx; yi =
sP

k=1

xkyk

Si x 2 R
s , on note kxk =

p
hx; xi la norme euclidienne de x.

En�n, si E est un sous-espace vectoriel de Rs , on note E? l'orthogonal de E.

1. On suppose dans cette question que s = 4, et on consid�ere la matrice :

P = 1
4

0
B@

1 �1 1 1
�1 1 �1 �1
1 �1 1 1
1 �1 1 1

1
CA

a) Calculer t
P et P 2.

b) D�eterminer les valeurs propres de P et les sous-espaces propres associ�es.
Montrer que P est la matrice d'une projection orthogonale sur un sous{espace
de R4 que l'on d�eterminera.

2. On revient maintenant au cas g�en�eral (s quelconque). Montrer que la
matrice P 2 Ms(R) est la matrice d'une projection orthogonale si et
seulement si on a P 2 = P et t

P = P .

3. Soient P etQ deux matrices deMs(R) repr�esentant chacune une projection
orthogonale. On suppose de plus que pour tout x 2 R

s :
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jjPxjj2 + jjQxjj2 6 jjxjj2 (�)
a) Montrer que PQ = QP = 0.

b) En d�eduire que P +Q est la matrice d'une projection orthogonale.

4. Soient P1; P2; : : : ; Pn, n matrices repr�esentant chacune une projection
orthogonale de Rs et telles que P1 + P2 + � � � + Pn = I , o�u I est la matrice
identit�e de Ms(R).

Montrer que pour toute partie non vide E de f1; 2; : : : ; ng, P
k2E

Pk est la

matrice d'une projection orthogonale de Rs .

5. On se place �a nouveau dans R4 et on consid�ere la matrice :

Q = 1
2

0
B@
1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 �1
0 0 �1 1

1
CA

a) Montrer que Q est la matrice d'une projection orthogonale de R4 .
b) Montrer que P et Q v�eri�ent la relation (�), o�u P est la matrice de la

premi�ere question. Que peut-on dire de P +Q ?

Solution :

1. a) On trouve t
P = P

2 = P .

b) P est une matrice de projecteur (non d�eg�en�er�e), ses valeurs propres sont
donc 0 et 1.
L'image de P est le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 1 et est
engendr�ee par le vecteur (1� 1; 1; 1).
Le noyau de P est l'hyperplan H d'�equation x � y + z + t = 0 (regarder les
lignes de P ). Cet hyperplan est l'orthogonal de Vect(1 � 1; 1; 1) et P est le
projecteur orthogonal sur H .

2. ? On P 2 = P si et seulement si P repr�esente un projecteur.

? P est une matrice sym�etrique si et seulement si elle repr�esente, dans la
base canonique de Rs , un endomorphisme admettant une base orthonorm�ee
de vecteurs propres.

Donc une matrice de projecteur est sym�etrique si et seulement si ImP

et KerP (qui sont les sous-espaces propres) sont orthogonaux, donc si et
seulement si P est une matrice de projecteur orthogonal.

3. a) Soit x 2 R
s , appliquons (�) au vecteur Px :

kP 2
xk2 + kQPxk2 = kPxk2 + kQPxk2 6 kPxk2

Donc kQPxk2 6 0 et QPx = 0. On montre de même que PQx = 0 :

PQ = QP = 0

b) ? P et Q sont sym�etriques, il en est de même de P +Q.
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? (P +Q)2 = P
2 +Q

2 + PQ+QP = P
2 +Q

2 = P +Q.

Donc P +Q est une matrice de projecteur orthogonal.

4. Comme P1; : : : ; Pn sont n matrices de projections orthogonales telles que
l'on ait P1 + � � �+ Pn = I , il vient :

kP1xk2 + � � �+ kPnxk2 = hP1x; P1xi+ � � �+ hPnx; Pnxi
= hx; tP1P1xi+ � � �+ hx; tPnPnxi
= hx; P 2

1 xi+ � � �+ hx; P 2
nxi = hx; (P1 + � � �+ Pn)xi

= kxk2.
Ainsi, si k 6= `, on a sûrement kPkxk2 + kP`xk2 6 kxk2 et donc PkP` = 0.

Il s'ensuit que : (
P
k2E

Pk)
2 =

P
k2E

P
2
k
=
P
k2E

Pk , donc
P
k2E

Pk est une matrice

de projection.

Comme
P
k2E

Pk est encore sym�etrique, il s'agit même d'une projection or-

thogonale.

5. a) On v�eri�e que t
Q = Q

2 = Q.

b) Pour m = (x; y; z; t) on obtient apr�es calculs :

kPmk2 + kQmk2 = x
2 + y

2 + z
2 + t

2 � 1
4
(x� y � z � t)2 6 kxk2.

Donc P + Q est une matrice de projecteur orthogonal, ce qui se v�eri�e
facilement directement.

Exercice 2.

1. Montrer que pour tout n 2 N, il existe un unique polynôme Tn 2 R[X ] tel
que pour tout x r�eel : Tn(cosx) = cos(nx).

D�eterminer le degr�e de Tn.

2. a) Montrer que l'application :

(P;Q) 7!
Z 1

�1

P (t)Q(t)p
1� t2

dt

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) Montrer que la famille (Tn)n>0 est une famille orthogonale de R[X ]
muni de ce produit scalaire. D�eterminer la norme de Tn.

Solution :

1. T0(cosx) = cos(0:x) =) T0 = 1 ;

T1(cosx) = cos(1:x) =) T1 = X ;

Supposons la famille construite jusqu'�a un certain rang n > 1, on a :

cos((n+ 1)x) + cos((n� 1)x) = 2 cosx cos(nx)

On peut donc prendre Tn+1(X) = 2XTn(x)� Tn�1(X)
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En�n si 8x 2 R; Tn (cosx) = Qn(cosx) = cos(nx), les polynômes Tn et Qn

concident en tout point de [�1; 1], donc Tn � Qn a une in�nit�e de z�eros et
est le polynôme nul, ce qui prouve l'unicit�e.

2. a) La fonction �a int�egrer est continue sur ]�1; 1[ et la convergence de
l'int�egrale pour la borne 1, r�esulte de la r�egle de Riemann, puisqu'il existeM
tel que :

jP (t)Q(t)jp
1� t2

6 M

(1� t)1=2

On proc�ede de même pour la borne �1.
Ceci �etant dit, il est clair que l'application propos�ee est bilin�eaire et
sym�etrique.

En�n

Z 1

�1

P
2(t)p
1� t2

dt > 0, l'�egalit�e ne pouvant avoir lieu que si la fonction �a

int�egrer est nulle sur ]�1; 1[, donc que si P est le polynôme nul.

On a bien d�e�ni ainsi un produit scalaire.

b) Par le changement de variable t = cosu :Z 1

�1

Tn(t)Tk(t)p
1� t2

dt =

Z �

0

cos(nu) cos(ku)

j sinuj sinu du =

Z �

0

cos(nu) cos(ku) du.

On a : cos(nu) cos(ku) = 1
2

�
cos((n+ k)u) + cos((n� k)u)

�
.

? Si k 6= n, l'int�egration se fait sans probl�eme et l'int�egrale est nulle :

La famille (Tn)n2N est orthogonale

? Si k = n = 0, l'int�egrale vaut � et kT0k =
p
�.

? Si k = n 6= 0,

Z 1

�1

T
2
n
(t)p

1� t2
dt = 1

2

Z �

0

(1 + cos(2nu)) du = �

2
et donc :

kT0k =
p
� ; 8n > 1; kTnk =

q
�

2

Exercice 3.

On consid�ere l'espace euclidien Rn , muni de son produit scalaire usuel.

Soient X =

0
BB@
x1

x2
...
xn

1
CCA et Y =

0
BB@
y1

y2
...
yn

1
CCA deux vecteurs non nuls de Rn .

1. Calculer les produits matriciels t
X Y et X t

Y .

2. D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
B = X

t
Y . Cette matrice est-elle diagonalisable ?

On pr�ecisera �egalement son noyau et son rang.
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3. Montrer r�eciproquement que toute matrice M 2 Mn(R) de rang 1 peut
s'�ecrire sous la formeM = X

t
Y , avec X et Y deux vecteurs non nuls de Rn .

Sont-ils uniques ?

4. On consid�ere la matrice A = (ai;j) 2Mn(R), de coe�cients :

ai;j = �i;j + xi yj o�u

�
�i;j = 1 si i = j

�i;j = 0 sinon.

�A quelle condition (n�ecessaire et su�sante) portant sur X et Y la matrice
A est-elle inversible ? Expliciter alors son inverse.

Solution :

1. Un calcul imm�ediat donne : tX:Y =
nP
i=1

xiyi = hX;Y i

et : X:
t
Y =

0
B@
x1y1 : : : x1yn
...

...
xny1 : : : xnyn

1
CA

2. La matrice B = X
t
Y est de rang 1 (toutes ses colonnes sont proportion-

nelles �a la premi�ere colonne X). Ainsi dimKerB = n � 1 et 0 est valeur
propre, le sous-espace propre associ�e �etant de dimension (n� 1).

De plus ImB = Vect(X), et : BX = X
t
Y X = hX;Y iX .

Notons qu'un vecteur propre de B associ�e �a une �eventuelle valeur propre non
nulle est n�ecessairement un vecteur de l'image de B.

Ainsi, si hX;Y i 6= 0, on obtient une base de vecteurs propres de B en
compl�etant une base de KerB par X et B est diagonalisable, les valeurs
propres �etant 0 et hX;Y i.
En revanche, si hX;Y i = 0, 0 est l'unique valeur propre de B et B n'est pas
diagonalisable.

B est diagonalisable si et seulement si hX;Y i 6= 0.

3. Si M est une matrice de rang 1, toutes ses colonnes (C1; : : : ; Cn) sont
proportionnelles �a une même colonne X , soit Ci = yiX . On a alors

M = X
t
Y; avec Y =

0
BB@
y1

y2
...
yn

1
CCA

Il n'y a pas unicit�e, puisque si (X;Y ) est solution, pour tout � 6= 0, (�X; Y=�)
est �egalement solution.

4. On a imm�ediatement A = I +B. Les valeurs propres de A sont donc 1 et
1+ hX;Y i, et A est inversible et seulement si hX;Y i+1 6= 0 (car dans ce cas

0 n'est pas valeur propre de A).
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On a B2 = hX;Y iB, donc (A� I)2 = hX;Y i(A � I), d'o�u :

A
2 � (hX;Y i+ 2)A = �(hX;Y i+ 1)I

et A
�1 =

(hX;Y i+ 2)I �A

hX;Y i+ 1

Exercice 4.

Si (An)n2N est une suite de matrices de M2(R) avec pour tout n 2 N,

An =

�
an bn

cn dn

�
, on dit que la suite (An) converge si les quatre suites r�eelles

(an), (bn), (cn) et (dn) sont convergentes. La matrice :

A =

 
lim
n!1

an lim
n!1

bn

lim
n!1

cn lim
n!1

dn

!
2M2(R)

est alors appel�ee limite de la suite (An).

Si M 2M2(R), on pose pour tout n entier naturel :

Sn(M) =
nP

k=0

M
k = I2 +M + � � �+M

n

o�u I2 d�esigne la matrice unit�e de M2(R).

1. Soit (An) une suite de matrices de M2(R) qui converge vers A et P une
matrice deM2(R). Montrer que la suite (PAn) converge vers PA. Que peut-
on dire de la suite (AnP ) ?

2. Soit A 2 M2(R) et P une matrice inversible de M2(R).

a) Exprimer, pour n entier naturel, Sn(P
�1
AP ) en fonction de Sn(A) et

de P .

b) En d�eduire que la suite
�
Sn(A)

�
converge si et seulement si la suite�

Sn(P
�1
AP )

�
converge.

3. Soit u un endomorphisme non diagonalisable de R2 admettant une valeur
propre a.

a) Pr�eciser l'ensemble des valeurs propres de u et la dimension de l'espace
propre de u associ�e �a la valeur propre a.

b) Soit e1 un vecteur propre de u associ�e �a la valeur propre a et e2 un
vecteur de R2 tel que B = (e1; e2) soit une base de R2 . Justi�er l'existence
d'un tel vecteur e2 et montrer qu'il existe b 2 R

� tel que la matrice de u dans

la base B soit �egale �a

�
a b

0 a

�
. D�eterminer alors la matrice de u dans la base

C = (be1; e2) de R
2 .

4. Soit a un r�eel et T la matrice

�
a 1
0 a

�
.

a) Calculer, pour tout entier naturel n, la matrice Tn.
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b) En d�eduire que la suite
�
Sn(T )

�
est convergente si et seulement si

a 2 ]�1; 1[ et calculer alors la limite de cette suite.

5. Soit A 2 M2(R) admettant au moins une valeur propre r�eelle.

a) Montrer que
�
Sn(A)

�
est convergente si et seulement si les valeurs

propres de A appartiennent toutes �a ]�1; 1[.
b) Calculer, pour n entier naturel, (I2�A)Sn(A) et en d�eduire que, lorsque

la suite
�
Sn(A)

�
converge, sa limite est �egale �a l'inverse de la matrice I2�A.

Solution :

1. Soit An =

�
an bn

cn dn

�
, A = lim

n!1
An =

�
a b

c d

�
et P =

�
p q

r s

�
. Alors :

PAn =

�
pan + qcn pbn + qdn

ran + scn rbn + sdn

�
converge vers

�
pa+ qc pb+ qd

ra+ sc rb+ sd

�
= PA.

On montre de même que (AnP ) converge vers AP .

2. a) Pour tout entier k, (P�1AP )k = P
�1
A
k
P et donc :

Sn(P
�1
AP ) = P

�1
Sn(A)P .

b) ? Si la suite
�
Sn(A)

�
converge vers S(A), alors

�
P
�1
Sn(A)P

�
converge

vers P�1S(A)P .

? On obtient l'implication r�eciproque en remarquant que si A0 = P
�1
AP ,

alors on a : A = P
0�1
A
0
P
0, avec P 0 = P

�1.

3. a) Comme u n'est pas diagonalisable, a est sa seule valeur propre et le
sous-espace propre associ�e est de dimension 1.

b) e1 est propre, donc non nul et (e1) est une famille libre, que l'on peut
compl�eter en une base B = (e1; e2).La matrice de u dans cette base est

de la forme

�
a b

0 c

�
, mais le fait que u ait a pour unique valeur propre

impose c = a et le fait que u ne soit pas diagonalisable impose b 6= 0. Donc

C = (be1; e2) est encore une base et MC(u) =

�
a 1
0 a

�
.

4. Par r�ecurrence, ou par la formule du binôme : 8n 2 N; T
n =

�
a
n

na
n�1

0 a
n

�
.

b) Ainsi Sn(T ) =

0
B@

nP
k=0

a
k

nP
k=1

ka
k�1

0
nP

k=0

a
k

1
CA et

�
Sn(T )

�
converge si et seule-

ment si �1 < a < 1 et on a alors :

lim
n!1

Sn(T ) =

�
(1� a)�1 (1� a)�2

0 (1� a)�1

�
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5. a) Il existe P 2 GL2(R) telle que A = PTP
�1, avec T =

�
a c

0 b

�
, avec

c = 0 si A est diagonalisable et c = 1 si a = b et A non diagonalisable.

Notons que a et b sont les valeurs propres de A et que
�
Sn(A)

�
converge si

et seulement si
�
Sn(T )

�
converge.

Si c = 0, Sn(T ) =

0
B@

nP
k=0

a
k 0

0
nP

k=0

a
k

1
CA

Si c = 1, a = b et le calcul a �et�e fait en 4. b).

Dans tout les cas
�
Sn(A)

�
converge si et seulement si �1 < a < 1 et

�1 < b < 1.

b) Facilement, par t�elescopage : (I2 �A)Sn(A) = I2 �A
n+1.

Si la suite
�
Sn(A)

�
converge, alors An+1 = Sn+1(A) � Sn(A) �!

n!1
0 et :

(I2 � A)S(A) = lim
n!1

[(I2 � A)Sn(A)] = I2, ce qui prouve que I2 � A est

inversible (on le savait car 1 n'est pas valeur propre de A) et que :

S(A) = (I2 �A)�1

Exercice 5.

Soit n un entier naturel tel que n > 3 et A 2Mn(R) d�e�nie par :

A =

0
BBBBB@

1 1 1 � � � 1
1 0 � � � � � � 0

1
...

...
...

...
...

1 0 � � � � � � 0

1
CCCCCA

et ' l'endomorphisme associ�e �a A sur la base canonique de Rn .
D�eterminer une base du noyau de ' et une base de l'image de '.

En d�eduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Solution :

1. On remarque que la matrice A (donc l'endomorphisme associ�e ') est de
rang 2 (les deux premi�eres colonnes sont ind�ependantes, les autres �etant
proportionnelles �a la seconde).

L'image Im' est de dimension 2 ; une base est, par exemple : (e1;
nP
i=1

ei).

Par le th�eor�eme du rang, le noyau Ker' est de dimension (n�2). En utilisant
les colonnes de A, la famille (e2 � e3; e2 � e4; : : : ; e2 � en) forme une base de

ce noyau.
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2. Ainsi 0 est valeur propre de A, et le sous-espace propre qui lui est associ�e
est KerA de dimension (n� 2).

Les vecteurs propres de ' associ�es aux valeurs propres non nulles sont dans
Im' (puisque '(x) = �x; � 6= 0).

Soit (e1; v), avec v =
nP
i=1

ei la base de Im' pr�ec�edemment d�etermin�ee, et  

l'endomorphisme de Im' induit par '.

On a  (e1) = v;  (v) = v + (n� 1)e1. Donc M =M(e1;v)( ) =

�
0 n� 1
1 1

�

Les valeurs propres de  sont �1 =
1+

p
4n� 3
2

et �2 =
1�

p
4n� 3
2

et on

peut prendre pour vecteurs propres associ�es (�i � 1)e1 + v.

Ces valeurs propres et ces vecteurs propres sont les �el�ements propres de '
manquants.

La matrice A est donc diagonalisable, ce que l'on savait depuis le d�ebut de
l'exercice, puisqu'elle est sym�etrique r�eelle.

Exercice 6.

1. Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est not�e h ; i
et la norme associ�ee k � k.
Soit f un endomorphisme sym�etrique de E.
On note � la plus petite valeur propre r�eelle de f et ! la plus grande valeur
propre r�eelle de f .

1. a) Montrer que, pour tout x 2 E, � kxk2 6 hx; f(x)i 6 ! kxk2.
b) Existe-t-il un vecteur non nul x de E qui v�eri�e



x; f(x)

�
= ! kxk2 ?

Est-il vrai que si r est un r�eel tel que, pour tout x 2 E, hx; f(x)i 6 r kxk2,
alors r > ! ?
R�epondre aux questions analogues concernant �.

2. Montrer que, pour tout n 2 N
� et toute famille (xi)16i6n de r�eels,

2
nP
i=1

x
2
i
+ 2

n�1P
i=1

xixi+1 = x
2
1 +

n�1P
i=1

(xi + xi+1)
2 + x

2
n

et

2
nP
i=1

x
2
i
� 2

n�1P
i=1

xixi+1 = x
2
1 +

n�1P
i=1

(xi � xi+1)
2 + x

2
n

3. Soient un entier n > 2 et un r�eel k.

On consid�ere la matrice A =

0
BBBBB@

k 1 0 : : : 0

1 k 1
. . .

...

0 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . k 1

0 : : : 0 1 k

1
CCCCCA2Mn(R).
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On note � la plus petite valeur propre de A et ! la plus grande valeur propre
de A.
a) Montrer que k � 2 6 � et que ! 6 k + 2.
b) Montrer ensuite que � 6 k � 1 et que ! > k + 1.

On cherchera une colonne non nulle X 2 Mn;1(R) telle que t
XAX 6

(k � 1) tXX et une colonne non nulle Y 2 Mn;1( R) telle que t
Y AY >

(k + 1) tY Y .

Solution :

1. a) Comme f est un endomorphisme sym�etrique, il existe une base or-
thonorm�ee B = (e1; e2; : : : ; en) de R

n telle que MB(f) = diag(�1; : : : ; �n).

Soit x =
nP
i=1

xiei, on a f(x) =
nP
i=1

xi�iei et hx; f(x)i =
nP
i=1

x
2
i
�i.

Ainsi : �kxk2 = �

nP
i=1

x
2
i
6

nP
i=1

x
2
i
�i 6 !

nP
i=1

x
2
i
= !kxk2, soit :

�kxk2 6 hx; f(x)i 6 !kxk2
b) Si x est un vecteur propre associ�e �a la valeur propre !, on a :

hx; f(x)i = hx; !xi = !kxk2
La r�eponse est hhoui ii, car si cela est vrai pour tout vecteur x, cela est vrai en
particulier pour un vecteur propre x associ�e �a ! et on a alors !kxk2 6 rkxk2,
i.e. r > !.

De même, si x est propre pour la valeur propre �, alors hx; f(x)i = hx; �xi =
�kxk2 et si, pour tout x, hx; f(x)i > rkxk2, alors r 6 �.

2. Il su�t de d�evelopper les seconds membres et on retrouve bien les premiers
membres.

3. a) Rn �etant muni de sa structure euclidienne canonique, A traduit un
endomorphisme sym�etrique u. Pour tout vecteur x 2 R

n , en notant X la
matrice colonne associ�ee au vecteur x, on a :

hx; u(x)i = t
XAX = k

nP
i=1

x
2
i
+ 2

n�1P
i=1

xixi+1

= (k � 2)
nP
i=1

x
2
i
+ x

2
1 +

n�1P
i=1

(xi + xi+1)
2 + x

2
n > (k � 2)

nP
i=1

x
2
i
.

On en conclut donc que � > k � 2 (cf. 1. b) ).

De même :

hx; u(x)i = k

nP
i=1

x
2
i
+ 2

n�1P
i=1

xixi+1

= (k + 2)
nP
i=1

x
2
i
� (x21 +

n�1P
i=1

(xi + xi+1)
2 + x

2
n) 6 (k + 2)

nP
i=1

x
2
i
.

On en conclut donc que ! 6 k + 2 (cf. 1. b) ).
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b) ? Soit X =

0
BB@

1
�1
0
...

1
CCA, on a t

XAX = 2k � 2 et t
XX = 2. Ainsi, si x

est le vecteur associ�e �a X , on a hx; u(x)i = (k � 1)kxk2, ce qui prouve que
� 6 k � 1.

De même la consid�eration de la colonne Y =

0
BB@
1
1
0
...

1
CCA et du vecteur y associ�e

donne hy; u(y)i = (k + 1)kyk2, ce qui prouve que ! > k + 1.

Exercice 7.

Soit n entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2. On consid�ere un espace vectoriel
euclidien E muni du produit scalaire h�; �i et F et G deux sous-espaces
vectoriels de E respectivement engendr�es par les familles (x1; : : : ; xn) et
(y1; : : : ; yn) de E.

On suppose de plus que : 8(i; j) 2 [[1; n]]2; hxi; xji = hyi; yji et on pose

pour tout j 2 [[1; n]], zj =
nP
i=1

hxi; xjiei, o�u la famille (e1; : : : ; en) est la base

canonique de Rn .

1. Soit p 2 [[1; n]]. Montrer l'�equivalence des deux assertions :

i) la famille (x1; : : : ; xp) est li�ee.

ii) la famille (z1; : : : ; zp) est li�ee.

2. En d�eduire que dimF = dimG.

Solution :

1. i) ) ii). S'il existe (�1; : : : ; �p) r�eels non tous nuls tels que
pP

j=1

�jxj = 0,

par bilin�earit�e du produit scalaire, on a :
pP

j=1

�jzj =
pP

j=1

�j

nP
i=1

hxi; xjiei =
nP
i=1

hxi;
pP

j=1

�jxjiei = 0

et la famille (z1; : : : ; zp) est li�ee.

ii) ) i). Sil existe (�1; : : : ; �p) r�eels non tous nuls tels que
pP

j=1

�jzj = 0,

alors :

0 =
pP

j=1

�j

nP
i=1

hxi; xjiei =
nP
i=1

hxi;
pP

j=1

�jxjiei

Donc, par libert�e de (e1; : : : ; en) : 8 i 2 [[1; n]]; hxi;
pP

j=1

�jxji = 0, d'o�u :
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k
pP

j=1

�jxjk2 = h
pP

i=1

�ixi;

pP
j=1

�jxji = 0 et
pP

i=1

�ixi = 0 : la famille (x1; : : : ; xp)

est li�ee.

2. Une famille est libre si et seulement si elle n'est pas li�ee.

On vient donc de d�emontrer, �a la num�erotation des vecteurs pr�es, qu'une sous-
famille de (x1; : : : ; xn) est libre si et seulement si la sous-famille correspon-
dante de (z1; : : : ; zn) est libre et donc si et seulement si la sous-famille corre-
spondante de (y1; : : : ; yn) l'est �egalement, puisque 8(i; j) 2 [[1; n]]2; hxi; xji =
hyi; yji et donc les calculs sont les mêmes avec la famille (y1; : : : ; yn).

Ainsi les familles (x1; : : : ; xn) et (y1; : : : ; yn) ont le même rang et dimF =
dimG.

Exercice 8.

Soit n un entier naturel, n > 2. Soit E = C n [X ], l'espace vectoriel des
polynômes �a coe�cients complexes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

1. a) Soit � 2 C donn�e et P (X) = (X � �)k, avec 1 6 k 6 n. Montrer que P
est divisible par son polynôme d�eriv�e P 0.

b) R�eciproquement, soit P 2 E divisible par son polynôme d�eriv�e P 0.
D�eterminer la forme de P .

2. Soit u l'application d�e�nie sur E par, pour tout P 2 E :

u(P )(X) = (X2 + 1)P 0(X)� nXP (X)

a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

b) D�eterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.

c) L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Solution :

1. a) On a : P 0 = k(X � �)k�1 et P est divisible par P 0, le quotient �etant
1
k
(X � �).

b) Si P est divisible par P 0, le quotient Q est du premier degr�e et P = QP
0.

? Si degP = 1, alors P 0 est un polynôme constant et on a bien P 0 qui divise
P .

? Supposons donc n = degP > 2, d'o�u degP 0 = n � 1 > 1, et soient
z1; z2; : : : ; zk les racines de P 0 d'ordres de multiplicit�e respectifs �1; : : : �k.
Comme P 0 est un facteur de P , les nombres z1; z2; : : : ; zk sont encore racines

de P , donc d'ordres de multiplicit�e �1 + 1; : : : �k + 1.

Par cons�equent (�1 + 1) + � � �+ (�k + 1) = �1 + � � �+ �k + k 6 n, alors que
�1 + � � � + �k = n � 1. On en d�eduit k 6 1 et comme k > 1, on a k = 1 et

�1 = n� 1.
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Ainsi P admet une unique racine �a l'ordre n et est de la forme �(X � �)n.

2. a) La lin�earit�e de u est �evidente et pour k 6 n :

u(Xk) = (X2 + 1)kXk�1 � nX
k+1 = (k � n)Xk+1 + kX

k�1

? Si k < n, u(Xk) est de degr�e k + 1, donc appartient �a E ;

? si k = n, u(Xn) = nX
n�1 2 E.

Ainsi, par lin�earit�e, l'image par u de tout �el�ement de E est encore un
�el�ement de E et u 2 L(E). Notons d'ailleurs que si degP < n, alors
deg u(P ) = degP + 1 et donc les �eventuels polynômes propres sont de degr�e
exactement n.

b) Soit � une valeur propre (donc a priori complexe) de u et P un polynôme
propre associ�e. On a :

u(P ) = �P , i.e. (X2 + 1)P 0(X) = (nX + �)P (X) (�)
? Si nX + � divise X2 + 1, alors � = ni ou � = �ni.
� Si � = �ni, il reste (X + i)P 0(X) = nP (X), P 0 divise P et d'apr�es la

premi�ere question P est de degr�e n et admet �i pour unique racine (car �i
est racine de P !) :

�ni 2 Spec u et E(�ni)(u) = Vect((X + i)n)

� De la même fa�con :

ni 2 Specu et E(ni)(u) = Vect((X � i)n)

? Si nX+� ne divise pas X2+1, alors (�) montre que i et �i sont racines de
P et P est divisible par X2 + 1. D�esignons alors par k, avec 1 6 k 6 bn=2c
le plus grand entier tel que (X2 + 1)k divise P :

P (X) = (X2 + 1)kQ(X), avec Q(i) 6= 0 ou Q(�i) 6= 0

La relation (�) devient : (X2 + 1)Q0(X) = [(n� 2k)X + �]Q(X).

� Si Q(i) 6= 0 alors � = �(n� 2k)i et (X + i)Q0(X) = (n� 2k)Q(X). On
d�eduit alors de la premi�ere question que �i est l'unique racine de Q, cette
racine �etant d'ordre n� 2k :

�(n� 2k)i 2 Specu et E(�(n�2k)i)(u) = Vect((X2 + 1)k(X + i)n�2k)

� Si Q(�i) 6= 0, on obtient de même :

(n� 2k)i 2 Specu et E((n�2k)i)(u) = Vect((X2 + 1)k(X � i)n�2k)

c) Finalement les valeurs propres de u sont �ni;�(n�2)i; : : : ; (n�2)i; ni,
donc sont au nombre de n+1. Comme E est de dimension n+1, on en d�eduit
que u est diagonalisable.

Exercice 9.

Soit p 2 N; p > 2. On consid�ere l'espace vectorielMp(R) des matrices carr�ees
d'ordre p �a coe�cients r�eels. Pour tout A 2 Mp(R), on note t

A la matrice

transpos�ee de A.
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Si x =

0
@x1

...
xp

1
A et y =

0
B@
y1
...
yp

1
CA sont deux vecteurs de Rp , on pose :

hx; yi =
pP

k=1

xkyk

Si x 2 R
p , on note kxk =

p
hx; xi la norme euclidienne de x.

En�n, si E est un sous-espace vectoriel de Rp , on note E? l'orthogonal de E.

1. Soit A 2 Mp(R).

a) Montrer que Im(A) � [Ker(tA)]?.

b) Montrer que [Im(A)]? � Ker(tA).

c) En d�eduire que Im(A) = [Ker(tA)]?.

2. On consid�ere la matrice A 2Mp(R) d�e�nie par :

A =

0
BBBBBBBBB@

0 0 : : : : : : : : : 0

1
. . .

. . .
...

0 1
2

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 : : : : : : 0 1

p�1
0

1
CCCCCCCCCA

a) D�eterminer le noyau de t
A.

b) Montrer que tout vecteur x 2 R
p se d�ecompose de mani�ere unique sous

la forme : x = x
0 +Ax

00, avec x0 2 Ker(tA) et x00 2 Im(tA).

On pose alors x00 = u(x). V�eri�er que l'on d�e�nit ainsi un endomorphisme de

R
p . D�eterminer la matrice B associ�ee �a u dans la base canonique de Rp .

c) Montrer que AB est la matrice de la projection orthogonale sur l'image
de A.

d) Calculer BA. Que constatez-vous ?

3. Reprendre la construction et les calculs pr�ec�edents pour une matrice A
quelconque de Mp(R).

Solution :

1. Notons par une même lettre un vecteur de R
p et la matrice colonne

canoniquement associ�ee.

a) Soit y 2 ImA, il existe x 2 R
p tel que y = Ax. Si u est un vecteur

quelconque de Ker tA on a : hy; ui = hAx; ui = t(Ax)u = t
x
t
Au = hx; tAui =

hx; 0i = 0. Donc y 2 [Ker tA]? et :



Alg�ebre 67

Im(A) � [Ker(tA)]?

b) Soit x 2 [ImA]?, on a pour tout vecteur y de Rp : hx;Ayi = 0. Donc
pour tout y 2 R

p
; htAx; yi = 0 et t

Ay est orthogonal �a R
p et est donc le

vecteur nul, i.e. y 2 Ker(tA) :

[Im(A)]? � Ker(tA)

c) Le r�esultat b) donne, par passage �a l'orthogonal : [Ker(tA)]? � Im(A)
et grce �a a) :

Im(A) = [Ker(tA)]?

2. a) t
A est clairement de rang p � 1, donc son noyau est de dimension 1.

La premi�ere colonne de t
A �etant nulle, son noyau est la droite engendr�ee par

le premier vecteur de la base canonique (e1; : : : ; ep) de Rp . Son image est
engendr�ee par les vecteurs colonnes de t

A, donc en fait par e1; e2; : : : ; ep�1.

b) Soit x =
pP

i=1

xiei. Pour i 2 [[1; p� 1]], on a : Aei =
1
i
ei+1 et donc :

x = x1e1 +
pP

i=2

xiei = x1e1 +A
� p�1P
i=1

ixi+1ei

�
On a bien x0 = x1e1 2 Ker(tA) et x00 =

p�1P
i=1

ixi+1ei 2 Im(tA).

L'application x 7! x
00 est clairement lin�eaire et :

B =

0
BBBBBBBB@

0 1 0 : : : : : : 0

0
. . . 2

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . p� 1

0 : : : : : : 0 0 0

1
CCCCCCCCA

c) AB = diag(0; 1; : : : ; 1), qui est bien la matrice de la projection orthogo-
nale sur ImA = Vect(e2; : : : ; ep).

d) De même BA = diag(1; : : : ; 1; 0) qui est la matrice de la projection
orthogonale sur Vect(e1; : : : ; ep�1) = Im(tA) = (KerA)?.

3. Si A est une matrice quelconque de Mp(R).

D'apr�es 1. on a Rp = Ker(tA)� Im(A) = Ker(A)� Im(tA).

Soit x 2 R
p . On peut �ecrire x = x

0 +Ay, avec x0 2 Ker(tA) et y 2 R
p .

Le vecteur y s'�ecrit y = u+ x
00, avec u 2 KerA et x00 2 Im(tA).

On obtient donc x = x
0 +Ax

00, avec x0 2 Ker(tA) et x00 2 Im(tA).

Si x = x
0 +Ax

00 = x
0
1 +Ax

00
1 sont deux telles d�ecompositions, on a :

x
0
1 � x

0 = A(x00 � x
00
1)
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D'o�u x
0
1 � x1 = 0, car Ker(tA) et ImA sont suppl�ementaires, donc

d'intersection r�eduite au vecteur nul.

Ainsi x00 � x
00
1 2 KerA et comme ce vecteur appartient aussi �a Im(tA) =

[KerA]?, il s'agit du vecteur nul.

Finalement la d�ecomposition est bien unique et u est bien une application.
La lin�earit�e de u est �evidente.

Par construction : ABx = AB(x0 + Ax
00) = Ax

00 = pImA(x), donc AB =
PImA.

D'autre part, x = y
0 + y

00, avec y0 2 KerA et y00 2 Im(tA). On en tire :

BAx = BAy
00 = y

00 = pIm(tA)(x), soit BA = PIm tA.

Exercice 10.

Soit E l'ensemble des polynômes P �a coe�cients r�eels v�eri�ant :

P (X)P (X + 1) = �P (X2) (�)

1. Trouver les polynômes constants v�eri�ant la relation (�).

2. On suppose d�esormais que P 2 E a un degr�e sup�erieur ou �egal �a 1.

a) Soit � une racine (�eventuellement complexe) de P . Montrer que 8p 2
N; �

2p est �egalement racine de P . Que peut-on conclure sur le module de � ?

b) Montrer que si � est racine de P , alors (�� 1)2 est �egalement racine de
P .

c) Quelles sont les racines possibles de P ?

d) Montrer que P est de la forme P (X) = �Xn(X � 1)n, avec n > 1.

3. a) Montrer que :

(P;Q) 7!
Z 1

0

P (t)Q(t)dt

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) La famille des polynômes
�
[Xn(X � 1)n](n)

�
n>1

est-elle orthonorm�ee

pour ce produit scalaire ?

(On rappelle que S(n) d�esigne la d�eriv�ee n�eme du polynôme S)

Solution :

1. Si P est un polynôme constant C la relation (�) est �equivalente �a

C
2 + C = 0, soit C = 0 ou C = �1.

2. a) Supposons que P (�) = 0. La relation (�) entrâ�ne alors que P (�2) = 0,
donc en it�erant ce processus, P (�4) = 0, et par une r�ecurrence imm�ediate

P (�2
p

) = 0, pour tout p 2 N.
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On en d�eduit que j�j = 1 ou � = 0. En e�et, P admettant un nombre �ni de
racines distinctes, il existe p > q tels que �2

p

= �
2q soit � = 0 ou �2

p�2q = 1,
ce qui entrâ�ne j�j = 1.

b) Utilisons la relation (�) avec 0 = P (� � 1)P (�) + P ((� � 1)2), ce qui
entrâ�ne que (�� 1)2 est racine de P . En appliquant la question 2.a, il vient
� = 1 ou j�� 1j = 1

En conclusion, si P (�) = 0, alors :

� = 0 ou � = 1 ou

8<
:

j�j = 1
et

j�� 1j = 1

c) La troisi�eme condition se r�e�ecrit jeit � 1j = 1, avec t 2 [0; 2�[. Or :

eit � 1 = eit=2(2i sin t
2
) et donc jeit � 1j = 2 sin t

2
et :

jeit � 1j = 1 =) sin(t=2) = 1=2, soit t = ��
3
+ 2k�

Par suite � = �j ou � = �j2.
L'ensemble des racines possibles de P est donc S = f0; 1;�j;�j2g. Or si
�j est racine, (�j)2 = j

2 �egalement, ce qui n'est pas le cas. De même avec
�j2. Ainsi :

S � f0; 1g
d) Ainsi, P est de la forme P (X) = �X

p(X � 1)q, avec � 2 C
� et p; q 2 N.

�Ecrivons alors la relation (�) pour un tel polynôme :

�
2
X

p(X � 1)q(X + 1)pXq + �X
2p(X2 � 1)q = 0

ou :
X

p(X � 1)q [�(X + 1)pXq +X
p(X + 1)q] = 0

donc :
�(X + 1)pXq +X

p(X + 1)q = 0

Comme les termes de degr�e (p+q) doivent se simpli�er, il vient � = �1, puis
en substituant �a X la valeur 1 : 2q = 2p, soit p = q.

R�eciproquement les polynômes de la forme �Xn(X � 1)n sont solutions de
(�).

3. a) C'est quasiment une question de cours.

b) Soit pour tout n > 1; Pn(X) = X
n(X�1)n. C'est un polynôme de degr�e

2n, et 0; 1 sont des racines de multiplicit�e n.

Soit n > m. Une int�egration par parties donne :Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(m)
m (t) dt =

�
P
(n�1)
n (t)P

(m)
m (t)

�1
0
�
Z 1

0

P
(n�1)
n (t)P

(m+1)
m (t) dt

= �
Z 1

0

P
(n�1)
n (t)P

(m+1)
m (t) dt
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car 0 et 1 sont des racines de P
(n�1)
n (t). En recommen�cant ce processus n

fois, on obtient :Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(m)
m (t) dt = (�1)n

Z 1

0

Pn(t)P
(m+n)
m (t) dt = 0, puisque P

(m+n)
m

est le polynôme nul.

La famille donn�ee est donc orthogonale pour ce produit scalaire. Par contre
elle n'est pas orthonorm�ee, car :Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(n)
n (t) dt = (�1)n(2n)!

Z 1

0

t
n(t� 1)n dt

Notons I(p; q) =

Z 1

0

t
p(t� 1)q dt. Une int�egration par parties donne :

I(p; q) =
q

p+ 1

Z 1

0

t
p+1(t� 1)q�1 dt = � q

p+ 1
I(p+ 1; q � 1)

Donc :

I(p; q) = (�1)q q

p+ 1
� q � 1
p+ 2

� � � � � 1
p+ q

I(p+ q; 0) = (�1)q q!p!
(p+ q + 1)!

Donc : Z 1

0

P
(n)
n (t)P

(n)
n (t) dt = (2n)!

(n!)2

(2n+ 1)!
=

(n!)2

2n+ 1
6= 1

Exercice 11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et f; g deux endomorphismes
de E.

1. Montrer que :
Ker(gj Im(f)) = Ker(g) \ Im(f)

(gj Im(f) d�esignant la restriction de g �a l'image de f).

2. En d�eduire :

a) rg(g � f) = rg(f)� dim
�
Ker(g) \ Im(f)

�
.

b) rg(g � f) > rg(f) + rg(g)� dim(E).

(rg(u) d�esignant le rang d'un endomorphisme u de E).

Solution :

1. On a :

x 2 Ker(gj Im f )() x 2 Im f et gj Im f = 0() x 2 Im f et g(x) = 0

Donc :
Ker(gj Im(f)) = Ker(g) \ Im(f)

2. a) On a : rg(g � f) = dim[g(f(E))] = dim(Im(gj Im f ) = rg(gj Im(f)).

Par le th�eor�eme du rang, appliqu�e �a gj Im(f), il vient :
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rg(g � f) = dim Im f � dim(Ker(gj Im(f))) = rg(f)� dim(Ker(g) \ Im(f))

b) Comme Ker(g) \ Im(f) � Ker g on a :

dim(Ker(g) \ Im(f)) 6 dim(Ker g) = dimE � rg(g)

ce qui donne, en rempla�cant, le r�esultat demand�e :

rg(g � f) > rg(f) + rg(g)� dim(E)

Exercice 12.

On note R[X ] l'espace vectoriel des fonctions polynômes �a coe�cients r�eels.

A tout P 2 R[X ], on associe la fonction :

'(P ) : x 7�!
Z +1

�1

e�t
2

P (x+ t)dt

1. a) Montrer que pour tout P 2 R[X ], pour tout (a; b) 2 R
2 :

P (b) =
+1P
k=0

(b� a)k
P
(k)(a)
k!

b) Montrer que ' est un endomorphisme de R[X ].

On note D l'endomorphisme de R[X ] qui �a toute fonction polynôme P associe
sa fonction polynôme d�eriv�ee P 0.

2. Montrer qu'il existe une suite de r�eels (an)n2N, que l'on explicitera, telle
que, pour tout P 2 R[X ], on a :

'(P ) =
+1P
n=0

anD
n(P )

(Dn d�esignant l'it�er�e n�eme de D, i.e. D0 = Id;D
2 = D �D; : : :).

D�eterminer la valeur des (an) en fonction de n et de

Z +1

�1

e�t
2

dt.

3. Quels sont les �el�ements propres de ' ?

Solution :

1. a) La s�erie se trouvant dans le membre de droite de l'�egalit�e est en fait
une somme �nie, puisque si p est le degr�e de P , alors pour tout k > p + 1,
P
(k)(a) = 0.

La formule demand�ee n'est en fait rien d'autre que la formule de Taylor pour
les polynômes, formule qui est exacte, si son ordre est su�samment grand.

b) L'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

P (x + t) dt existe pour tout x r�eel. En e�et,

l'application t 7! e�t
2

P (x+ t) est continue sur R et lim
t!1

t
2e�t

2

P (x+ t) = 0

entrâ�ne la convergence de l'int�egrale.
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En utilisant la question pr�ec�edente, il vient :

'(P )(x) =

Z +1

�1

e�t
2
+1P
k=0

t
k
P
(k)(x)
k!

dt

et comme la somme est �nie :

'(P )(x) =
+1P
k=0

P
(k)(x)

Z +1

�1

e�t
2 t

k

k!
dt

ce qui montre que '(P ) est un polynôme.

La lin�earit�e est une cons�equence de la lin�earit�e de l'int�egrale.

2. Par la question pr�ec�edente, pour tout n > 0 :

an = 1
n!

Z +1

�1

e�t
2

t
n
dt

On remarque que a2n+1 = 0, par imparit�e de la fonction �a int�egrer. Quant �a
a2n, il su�t d'utiliser une int�egration par parties (�a justi�er avec soin !) pour
obtenir pour tout n > 0 :

a2n = 1
22nn!

Z +1

�1

e�t
2

dt

3. Soit � une valeur propre de ' ; il existe un polynôme P non nul de degr�e
p > 0 tel que '(P ) = �P , qui se r�e�ecrit :

pP
n=0

anD
n(P ) = �P

Or pour tout n tel que 0 6 n 6 p, degDn(P ) = p� n et a0 6= 0. Donc seul

D
0(P ) = P est de degr�e p, les autres �etant de degr�e strictement inf�erieur.

Ainsi � = a0.

L'�equation '(P ) = �P se r�e�ecrit :
pP

k=1

akP
(k)(x) = 0

Or la famille
�
P
0(x); : : : ; P (p)(x)

�
est une famille de polynômes de degr�es

�echelonn�es. C'est donc une famille libre et pour tout k > 1; ak = 0, ce qui
n'est pas v�eri��e.
La seule possibilit�e est que la sommation pr�ec�edente n'existe pas, donc que
le degr�e p de P soit nul, donc que P soit un polynôme constant.

R�eciproquement tout polynôme constant est associ�e �a la valeur propre a0.

Exercice 13.

Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3

est :

A =

0
@ 1 2 1
2 1 1
0 0 3

1
A
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1. Soit (a; b; c) 2 R
3
; (a; b; c) 6= (0; 0; 0). Montrer que

P = f(x; y; z) 2 R
3
= ax+ by + cz = 0g

est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (appel�e aussi plan vectoriel) de
R
3 .

2. Soient P d'�equation ax + by + cz = 0 et Q d'�equation ux + vy + wz = 0
deux tels plans.
Montrer que P = Q si et seulement s'il existe � 2 R

� tel que (u; v; w) =
�(a; b; c).

3. D�eterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f .

4. Un sous-espace vectoriel F de R3 est dit stable par f si f(F ) � F .
D�eterminer les sous-espaces vectoriels de R3 stables par f .

Solution :

1. Soit ' l'application d�e�nie sur R3 par : '(x; y; z) = ax+ by + cz.
C'est une application lin�eaire non nulle (car (a; b; c) 6= (0; 0; 0)) et �a valeurs
dans R, donc ' est de rang 1, et, par le th�eor�eme du rang, P = Ker' est
bien un sous-espace de R3 de dimension 2.

2. Si (u; v; w) = �(a; b; c), alors ax + by + cz = 0 () ux + vy + wz = 0 et
P = Q.

R�eciproquement supposons que l'on ait P = Q.
Quitte �a changer les noms des coordonn�ees, on peut supposer que a 6= 0. Alors

ax+by+cz = 0() x = � b
a
y� c

a
z () (x; y; z) = y(� b

a
; 1; 0)+z(� c

a
; 0; 1)

Les vecteurs (� b
a
; 1; 0) et (� c

a
; 0; 1), ou mieux (b;�a; 0) et (c; 0;�a) forment

une base de P .

Si P = Q, ces vecteurs appartiennent aussi �a Q et :�
ub� av = 0
uc� aw = 0

, soit : (u; v; w) = u

a
(a; b; c).

3. La m�ethode du pivot de Gauss montre que les valeurs propres de A sont
�1 et 3. La r�esolution des syst�emes AX = �X donne ensuite :

E(�1)(f) = Vect(1;�1; 0) et E(3)(f) = Vect(1; 1; 0)

4. ? Trivialement, f0g est le seul sous-espace stable de dimension 0, et R3 est
le seul sous-espace stable de dimension 3.

? Soit D une droite et v un vecteur directeur de D.

On a : f(D) � D () f(v) 2 D () 9� 2 R; f(v) = �v.

Ainsi une droite est stable par f si et seulement si elle est engendr�ee
par un vecteur propre de f . Il existe donc deux droites stables par f :
E(�1)(f) = Vect(1;�1; 0) et E(3)(f) = Vect(1; 1; 0).
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? Soit P un plan stable, ax+ by + cz = 0 une �equation de P .

(x; y; z) 2 P =) f(x; y; z) 2 P s'�ecrit :

ax+ by + cz = 0 =) (a+ 2b)x+ (2a+ b)y + (a+ b+ 3c)z = 0

On a (a+ 2b; 2a+ b; a+ b+ 3c) 6= (0; 0; 0) et on peut appliquer les r�esultats
de la question 2. Il existe donc � 6= 0 tel que :8<

:
a+ 2b = �a

2a+ b = �b

a+ b+ 3c = �c

ce qui se r�e�ecrit : tA

0
@ a

b

c

1
A = �

0
@ a

b

c

1
A

Ainsi

0
@ a

b

c

1
A est un vecteur propre de t

A. Un calcul imm�ediat montre que t
A

a les mêmes valeurs propres que A et que t
A admet deux droites propres

engendr�ees respectivement par :0
@ 0
0
1

1
A et

0
@ 1
�1
0

1
A

Ainsi A admet deux plans stables d'�equation z = 0 et x� y = 0.

Exercice 14.

Dans cet exercice on confondra polynôme et fonction polynôme associ�ee.

Soit u l'application qui �a un polynôme P de R[X ] associe u(P ) d�e�ni par :

8x 2 R; u(P )(x) = ex
Z +1

x

e�tP (t) dt

1. Montrer que u(P ) est bien d�e�ni. Calculer u(Xk), pour tout k 2 N et
montrer que u est un endomorphisme de R[X ].

2. Soit n 2 N �x�e. On note Rn [X ] l'ensemble des polynômes �a coe�cients
r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

a) Montrer que Rn [X ] est stable par u.

b) Soit v l'application d�e�nie sur Rn [X ] par : 8P 2 Rn [X ]; v(P ) = u(P )

Montrer que v r�ealise un automorphisme de Rn [X ].

Quelle est la matrice A associ�ee �a v dans la base canonique de Rn [X ] ?
L'endomorphisme v est-il diagonalisable ?

3. D�eterminer A�1, l'inverse de A.

4. Si P est un polynôme tel que pour tout x 2 R; P (x) > 0, montrer que,
pour tout x r�eel : P

k2N

P
(k)(x) > 0
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Solution :

1. Soit P un polynôme de degr�e p.
L'application t 7! e�tP (t) est continue sur R ; de plus lim

t!+1
t
2
:e�tP (t) = 0

entrâ�ne la convergence de l'int�egrale d�e�nissant u(P )(x).

La lin�earit�e de P d�ecoule de la lin�earit�e de l'int�egrale.

Il est �evident que u(1) = 1.
Soit n > 1. Une int�egration par parties (d'abord sur un segment, suivie d'un
passage �a la limite) donne :

u(Xn) = X
n + nu(Xn�1)

Ainsi, par r�ecurrence :

u(Xn) = X
n + nX

n�1 + n(n� 1)Xn�2 + � � �+ n!

Ceci montre que u(P ) est une fonction polynomiale, quel que soit le polynôme
P .

2. a) La stabilit�e de Rn [X ] a �et�e d�emontr�ee dans la question pr�ec�edente,
puisque pour tout n > 0, u(Xn) 2 Rn [X ].

b) Nous venons de montrer que v est un endomorphisme de Rn [X ].
Toujours par la question 1. la famille

�
u(1); u(X); : : : ; u(Xn)

�
est une famille

de polynômes de degr�es �echelonn�es de 0 �a n ; c'est donc une base de Rn [X ],
ce qui montre que v est un automorphisme de Rn [X ].

La matrice A est triangulaire sup�erieure de la forme A = (ai;j), avec :

ai;j =

(
j!
i!

si i 6 j

0 si i > j

La diagonale de A n'est form�ee que de 1. La seule valeur propre de A est
donc 1.

Si A �etait diagonalisable, elle serait semblable �a une matrice diagonale ne
comportant que des 1 sur la diagonale i.e. la matrice identit�e ; elle serait

donc �egale �a l'identit�e, ce qu'elle n'est pas.

3. Comme, pour tout k tel que 0 6 k 6 n, u(Xk) = X
k + ku(Xk�1), on a :

v
�1(Xk) = X

k � kX
k�1

ce qui entrâ�ne que pour tout P 2 Rn [X ] :

v
�1(P ) = P � P

0

On en d�eduit facilement la matrice A�1, �egalement triangulaire sup�erieure, les
coe�cients diagonaux valant 1, la diagonale �etant bord�ee d'une sur-diagonale
form�ee des nombres �1;�2; : : : ;�n.
4. Posons Q(X) =

P
k2N

P
(k)(x). On remarque qu'en fait cette somme est �nie,

ce qui montre l'existence du polynôme Q. On v�eri�e alors que Q �Q
0 = P ,



76 ESCP-EAP 2001 - Oral

donc que P = v
�1(Q) ou Q = v(P ), ce qui donne, par la d�e�nition de u et

la positivit�e de P , le r�esultat escompt�e.

Exercice 15.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2. On note 0n la matrice nulle deMn(R)
et on se donne A 2 Mn(R).

1. Montrer qu'il existe un polynôme non nul P 2 Rn2 [X ] (c'est-�a-dire de
degr�e inf�erieur ou �egal �a n2) tel que P (A) = 0n.

2. On suppose P (0) 6= 0. Montrer que A est inversible et exprimer A�1 en
fonction de A et des coe�cients de P .

3. On suppose que 0 est racine d'ordre k de P : il existe alors un polynôme
Q tel que Q(0) 6= 0 et P (X) = X

k
Q(X).

Montrer que A est inversible si et seulement si Q(A) = 0n.

Solution :

1. La famille (I; A;A2
; : : : ; A

n
2

) est une famille deMn(R) de cardinal n
2+1.

C'est donc une famille li�ee et il existe une combinaison non triviale de ces
matrices donnant 0n, donc un polynôme P de degr�e inf�erieur ou �egal �a n2 tel
que P (A) = 0n

2. Dire que P (0) 6= 0 signi�e que dans la combinaison lin�eaire pr�ec�edente le
coe�cient a0 de I n'est pas nul, soit :

a0I + a1A+ � � �+ an2A
n
2

= 0n; avec a0 6= 0

donc :

I = � 1
a0

(a1A+ � � �+ an2A
n
2

) = � 1
a0

(a1I + a2A+ � � �+ an2A
n
2�1)A

On sait alors qu'il est inutile de v�eri�er l'inversibilit�e de l'autre côt�e et A est
inversible, d'inverse :

A
�1 = � 1

a0
(a1I + a2A+ � � �+ an2A

n
2�1)

3. On a : Ak
Q(A) = 0n, avec Q(0) 6= 0.

� si A est inversible, alors Q(A) = 0n (on multiplie k fois �a gauche par A�1).

� si Q(A) = 0n, on est revenu �a la situation de la question 2 et A est
inversible.

Exercice 16.

Soit E un R{espace vectoriel de dimension 4. On note 0 l'endomorphisme nul
de E et I l'application identit�e de E.

On consid�ere un endomorphisme u de E tel que u3 + u
2 + u = 0.

On pose E1 = Ker(u2 + u+ I) et E2 = Keru.



Alg�ebre 77

1. Montrer que Imu � E1 et que E1 et E2 sont stables par u.

2. Montrer que :
a) E1 �E2 = E.

b) E1 = Imu.

c) E2 = Im(u2 + u+ I).

3. a) Montrer que, pour tout vecteur non nul x de E1, la famille
�
x; u(x)

�
est

libre.

b) Montrer que s'il existe deux vecteurs x et y de E1 tels que la famille�
x; u(x); y

�
soit libre, alors la famille

�
x; u(x); y; u(y)

�
est libre.

c) Quelles sont les dimensions possibles de E1 ?

Solution :

On sait que pour tout x 2 E :

(?) (u3 + u
2 + u)(x) = u

�
(u2 + u+ Id)(x)

�
= (u2 + u+ Id)

�
u(x)

�
= 0

1. Soit y 2 Imu. Il existe x 2 E tel que y = u(x). Alors (u2+u+I)
�
u(x)

�
= 0,

soit y 2 E1 et Im u � E1.

? Soit x 2 E1, (on a donc (u2 + u+ Id)(x) = 0).

Alors (u2 + u+ I)
�
u(x)

�
= u

�
(u2 + u+ Id)(x)

�
= 0 et u(x) 2 E1.

? Soit x 2 E2, (on a u(x) = 0). Alors u
�
u(x)

�
= 0 et u(x) 2 E2.

2. a) Soit x 2 E. Le vecteur x s'�ecrit sous la forme�
x+ u(x) + u

2(x)
�
+
�
� u(x)� u

2(x)
�
= y + z.

La relation (?) entrâ�ne que y 2 E1 et z 2 E2.

En�n si x 2 E1 \ E2, alors :

u(x) = 0, (u2 + u+ Id)(x) et donc x = Id(x) = 0

La somme pr�ec�edente est donc directe et

E = E1 �E2

b) Le sous-espace vectoriel E2 �etant suppl�ementaire �a E1 = Keru, sa

dimension est celle de Imu. Mais E1 contient Imu ; on a donc E2 = Imu .

c) La relation (?) montre que Im(u2+u+I) � E2. On conclut comme dans
la question pr�ec�edente en utilisant les dimensions de ces deux sous-espaces :

Im(u2 + u+ I) = E2 .

3. a) Supposons que la famille
�
x; u(x)

�
soit li�ee. Il existe � 2 R tel que

u(x) = �x, ce qui signi�e que � est valeur propre r�eelle de u associ�ee au
vecteur propre x.

Mais uk(x) = �
k
x; k > 2 entrâ�ne que :
0 = (u3 + u

2 + u)(x) = (�3 + �
2 + �)x
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Comme x 6= 0, il vient � = 0 (car �2 + �+ 1 = 0 n'a pas de solution r�eelle).
Donc u(x) = 0 et x = (u2 + u+ Id)(x) = 0. D'o�u la contradiction et :�

x; u(x)
�
est libre

b) Supposons que la famille
�
x; u(x); y; u(y)

�
soit li�ee. Il existe quatre

scalaires a; b; c; d non tous nuls tels que ax+ bu(x) + cy + du(y) = 0.
Comme

�
x; u(x); y

�
est libre, d est non nul et quitte �a diviser par d, on peut

supposer d = �1, et :
il existe trois r�eels (a; b; c) non tous nuls tels que u(y) = ax+ bu(x) + c(y).
On a alors :

u
2(y) = (ac� b)x+ (bc� b+ a)u(x) + c

2
y

et
0 = (u2 + u+ Id)(y) = (ac� b+ a)x+ (bc+ a)u(x) + (c2 + c+ 1)y

en contradiction avec
�
x; u(x); y

�
libre, puisque c2 + c+ 1 6= 0.

c) Par la question pr�ec�edente, si dimE1 > 1 alors dimE1 > 2 et si
dimE1 > 3 alors dimE1 > 4. Les dimensions possibles de E1 sont donc
f0; 2; 4g.

Exercice 17.

Soient A et B les matrices de M3(R) d�e�nies par :

A = 1
6

0
@�2 4 4

4 �2 4
4 4 �2

1
A ; B = 1

6

0
@ 5 2 �1

2 2 2
�1 2 5

1
A

1. a) Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser dans une base
orthonorm�ee.

b) Montrer qu'il existe une matrice P 2 GL3(R) telle que P�1AP et
P
�1
BP soient toutes deux diagonales.

2. Soit F l'application d�e�nie sur M3(R) par, pour tout X 2M3(R) :

F : X 7! AX �XB

a) Montrer que l'application F est un endomorphisme de M3(R).

b) Soit U un vecteur colonne propre de A et V un vecteur colonne propre
de B. Calculer F (U:tV ).

c) F est{elle un automorphisme de M3(R) ?

d) F est{elle diagonalisable ?

Solution :

1. a) b) On peut �evidemment chercher les �el�ements propres de A et B par la
technique habituelle du pivot de Gauss. On peut aussi remarquer que :
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? A = �I + 2

0
@ 1=3 1=3 1=3
1=3 1=3 1=3
1=3 1=3 1=3

1
A = �I + 2J .

La matrice J v�eri�e J
2 = J , donc est une matrice de projecteur (non

d�eg�en�er�e). Ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre associ�e le plan
P d'�equation x + y + z = 0 et 1, de sous-espace propre associ�e la droite D
dirig�ee par le vecteur (1; 1; 1).

Par cons�equent les valeurs propres de A sont �1 et 1, avec :

E(�1)(A) = P ; E(1)(A) = D
? On a B2 = B, donc B repr�esente aussi un projecteur (non d�eg�en�er�e) et ses
valeurs propres de sont 0 et 1, avec :

E(0)(B) = KerB est la droite D0 dirig�ee par (1;�2; 1) ;
E(1)(B) est le plan P 0 d'�equation x� 2y + z = 0.

Comme D0 � P et D � P 0, les vecteurs (1; 1; 1) et (1;�2; 1) sont propres �a
la fois pour A et B et on compl�ete avec le vecteur (1; 0;�1) qui appartient �a
P \ P 0, ce qui donne une base orthogonale propre �a la fois pour A et B.

En normant ces vecteurs, on prend donc : P = 1p
6

0
@ 1

p
3

p
2

�2 0
p
2

1 �
p
3

p
2

1
A

et P
�1
AP = diag(�1;�1; 1) ; P�1BP = diag(0; 1; 1)

2. a) Il est clair que pour tout X 2 M3(R), F (X) 2 M3(R). La lin�earit�e de
F r�esulte de la distributivit�e du produit sur l'addition.

b) Si AU = �U et BV = �V , alors U t
V 2 M3(R) et t

V B = �
t
V (car B

est sym�etrique), d'o�u :

F (U t
V ) = AU

t
V � U

t
V B = �U

t
V � �U

t
V = (�� �)U t

V

Ainsi cette matrice est vecteur propre de F associ�ee �a la valeur propre ���.
c) La valeur propre 1 �etant commune �a A et B, F admet 0 comme valeur

propre et n'est donc pas inversible.

d) A et B admettent une base orthonorm�ee commune de vecteurs propres
(U1; U2; U3). Par la question pr�ec�edente, les 9 matrices Ui

t
Uj (1 6 i; j 6 3)

sont des vecteurs propres de F .

Montrons qu'elles forment une famille libre.

Supposons que
P

16i;j63

�i;jUi
t
Uj = 0. En multipliant �a droite par Uk et en

remarquant que la famille est orthonorm�ee (donc t
UkUk = kUkk2 = 1 et

t
UjUk = 0 lorsque k 6= j), il vient :

3P
i=1

�i;kUi = 0
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ce qui entrâ�ne par la libert�e de (U1; U2; U3) que �i;k = 0 pour 1 6 i 6 3, et
ceci quel que soit k tel que 1 6 k 6 3.

La libert�e est bien acquise et l'endomorphisme F est donc diagonalisable.

Exercice 18.

Soit n un entier naturel tel que n > 2 et soit E = Mn(R) l'espace vectoriel
des matrices carr�ees �a n lignes et n colonnes, �a coe�cients r�eels.
Pour (i; j) 2 [[1; n]]2, on note Ei;j la matrice de Mn(R) qui ne contient que
des 0 sauf en position (i; j) o�u se trouve un 1.
On rappelle que les n2 matrices Ei;j forment une base de E. En�n, on note
I la matrice identit�e.

1. a) Trouver une matrice de E non nulle et non inversible.

b) Trouver une droite de E qui ne contient aucune matrice inversible.

2. Soit j un entier de f1; 2; : : : ; n2 � ng. Trouver un sous-espace vectoriel de
E de dimension j qui ne contient aucune matrice inversible.

3. a) Calculer le produit Ei;jEk;`.

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension n2 � 1. Construire
une application lin�eaire non nulle f de E dans R telle que Kerf = H .

c) Tout �el�ement A 2 Mn(R) s'�ecrivant sous la forme A =
nP
i=1

nP
j=1

�i;jEi;j ,

on note, pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2, Xi;j l'application de E dans R d�e�nie par
Xi;j(A) = �i;j .
Soit f une application lin�eaire de E dans R. Montrer qu'il existe n2 r�eels

(ai;j) tels que f =
nP
i=1

nP
j=1

ai;jXi;j .

d) Dans cette question seulement, on fait l'hypoth�ese que i 6= j implique

que ai;j = 0. Montrer que la matriceM = En;1+
nP
i=2

Ei;i�1 est �el�ement de H

et qu'elle est inversible.

e) Dans le cas o�u l'hypoth�ese faite en d) n'est pas v�eri��ee, montrer que,

pour un couple (i; j) �a pr�eciser, la matrice N = I � f(I)
ai;j

Ei;j est dans H et

que N est inversible.
Qu'en conclure ?

Solution :

1. a) Toute matrice Ei;j est non nulle et non inversible puisque de rang 1.

b) Le sous-espace vectoriel engendr�e par Ei;j est une droite. Tout �el�ement

de ce sous-espace est de la forme �Ei;j (� r�eel), et est non inversible.



Alg�ebre 81

2. Soit F le sous-espace de E form�e des matrices dont la derni�ere colonne ne
comporte que des z�eros. Cet espace est engendr�e par les matrices Ei;j , avec
1 6 i 6 n et 1 6 j 6 n�1. Il est de dimension n(n�1) et ne contient aucune
matrice inversible.
Pour j 2 [[1; n2 � n]], tout espace engendr�e par j matrices choisies parmi
les matrices pr�ec�edentes est de dimension j et ne contient a fortiori aucune
matrice inversible.

3. a) C'est une question de cours : Ei;jEk;` = �j;kEi;`, o�u � est le symbole de
Kronecker, i.e. �j;k vaut 0 si j 6= k et 1 si j = k.

b) Soit (M1;M2; : : : ;Mn2�1) une base de H , que l'on compl�ete avec un
vecteur Mn2 pour obtenir une base de E =Mn(R).
Par le th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre lin�eaire il existe une application
lin�eaire f et une seule de E dans R telle que : f(Mn2) = 1 et 8 i 2
[[1; n2 � 1]]; f(Mi) = 0.

Par construction même H est inclus dans Kerf et comme f est non nulle,
Ker f n'est pas E tout entier. Donc :

H = Ker f

c) Xi;j est bien une application lin�eaire de E dans R (elle associe �a toute
matrice A, son terme d'indices (i; j)).
On sait que dimL(E;R) = n

2.
La famille (Xi;j)16i6n;16j6n est une famille de L(E;R) de cardinal n2.
C'est une famille libre, car si

P
i;j

�i;jXi;j = 0, alors
P
i;j

�i;jXi;j(Ek;`) = 0, ce

qui se r�eduit �a �k;` = 0.
C'est donc une base de L(E;R) et f se d�ecompose sur cette base.

d) L'application f d�e�nie dans la question 3. a) v�eri�e ici f =
nP
i=1

ai;iXi;i.

Donc :

f(M) = f(En;1 +
nP
i=2

Ei;i�1) = 0 + 0 = 0

et M 2 H .
La matrice M est inversible, car elle repr�esente un endomorphisme de
permutation ; en e�et, si l'on note (e1; e2; : : : ; en) la base canonique de Rn et
' l'endomorphisme de Rn dont la matrice associ�ee dans cette base est M ,
alors :

'(e1) = en; et 8i > 2; '(ei) = ei�1

On montre alors facilement que 'n = Id, donc Mn = I et l'inverse de M est
M

n�1.

e) Choisissons un couple (i; j) tel que i 6= j et ai;j 6= 0.

On a alors f(N) = f(I)� f(I)
ai;j

f(Ei;j) = f(I)� f(I) = 0 et N 2 H .

La matrice N est trigonale sans terme diagonal nul, donc est inversible.
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En conclusion, tout sous-espace de E de dimension n2 � 1 contient au moins
une matrice inversible.

Exercice 19.

Dans tout l'exercice, n est un entier naturel non nul donn�e.

On se place dans l'espace vectoriel En des applications de R dans R de la
forme f : x 7! ex:P (x), o�u P est un polynôme �a coe�cients r�eels de degr�e
inf�erieur ou �egal �a n (donc de Rn [X ]).

1. Montrer que En est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions de
classe C1 de R dans R. Montrer qu'il est de dimension �nie. En donner une
base.

2. Soit � l'op�erateur de d�erivation d�e�ni sur En par, pour tout f 2 En :

8x 2 R;�(f)(x) = f
0(x)

o�u f 0 d�esigne la d�eriv�ee de f .

Montrer que � est un automorphisme de En.

3. a) Montrer qu'il existe une unique fonction h de En telle que �n+1(h) = g,
avec g : x 7! ex:xn (on ne cherchera pas �a expliciter h).

b) D�eterminer, en fonction de h et de ses d�eriv�ees successives, les applica-

tions f de C1(R;R), v�eri�ant :

D
n+1(f) = g; et f(0) = f

0(0) = f
00(0) = : : : = f

(n)(0) = 0

O�uD d�esigne l'op�erateur de d�erivation sur l'ensemble des fonctions d�erivables

4. D�eterminer les �el�ements propres de �. Cet endomorphisme est{il diago-
nalisable ?

Solution :

1. Par d�e�nition, En est l'ensemble des combinaisons lin�eaires des fonctions
ei : x 7! ex:xi, i d�ecrivant [[0; n]]. Ces fonctions �etant clairement des fonctions
de classe C1 sur R, En est un sous-espace de C1(R;R) et (e0; e1; : : : ; en) en
est un syst�eme g�en�erateur.

En�n si
nP
i=0

�iei est l'application nulle, alors, une exponentielle n'�etant jamais

nulle, on a 8x 2 R;

nP
i=0

�ix
i = 0 et tous les �i sont nuls.

(e0; e1; : : : ; en) est libre, donc est une base de En qui est de dimension n+1.

2. � est �evidemment lin�eaire et si f : x 7! exP (x), alors :

�(f) : x 7! ex
�
P (x) + P

0(x)
�

Donc �(f) 2 En et � est un endomorphisme de En.
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En�n, avec les notations pr�ec�edentes : f 2 Ker�() P +P 0 = 0() P = 0
et Ker� se r�eduit �a la fonction nulle : � est injectif et puisque En est de
dimension �nie :

� 2 GL(En)

3. a) � �etant un automorphisme de En, il en est de même de �n+1 et g admet
un ant�ec�edent unique (dans En), par l'automorphisme �n+1. On a d'ailleurs
h = ��(n+1)(g).

b) On cherche f sous la forme f = h+'. Alors f convient si et seulement
si :

D
n+1(') = 0 et 8 k 2 [[0; n� 1]]; '(k)(0) = �h(k)(0)

La premi�ere relation indique que ' est une fonction polynomiale de degr�e
inf�erieur ou �egal �a n et, par la formule de Taylor :

'(x) = �
nP

k=0

h
(k)(0)
k!

x
k

4. Soit � une �eventuelle valeur propre de � et f une fonction propre associ�ee.

La fonction f est de la forme x 7! exP (x), o�u P est une fonction polynomiale
de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

�f = �f s'�ecrit : 8x 2 R; ex
�
P (x) + P

0(x)
�
= �:exP (x), soit :

(�� 1)P = P
0

? Si � = 1, alors P est un polynôme constant ;
? Si � 6= 1, alors P est n�ecessairement le polynôme nul (sinon, P et P 0

auraient le même degr�e !)

En conclusion 1 est la seule valeur propre de � et E(1)(�) = Vect(x 7! ex).

Comme n est non nul, Vect(x 7! ex) 6= En et � n'est pas diagonalisable.

Exercice 20.

Soit E =M2(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre 2 �a coe�cients r�eels.
On d�esigne par L(E) l'ensemble des endomorphismes de E.
Un endomorphisme D de E est appel�e d�erivation dans E s'il v�eri�e : pour
tout (p; q) 2 E2, D(pq) = D(p)q + pD(q).

On d�esigne par D(E) l'ensemble des d�erivations dans E.

1. Soit D une d�erivation dans E et X =

�
x 0
0 x

�
, avec x r�eel. D�eterminer

D(X).

2. Montrer que si a 2 E est donn�e, l'application Da de E dans E d�e�nie par,
pour tout p 2 E :

Da(p) = ap� pa

est une d�erivation.

3. Montrer que D(E) est un sous{espace vectoriel de L(E).
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4. Montrer que si D1 et D2 sont deux d�erivations dans E, alors il en est de
même de D1 �D2 �D2 �D1.

Solution :

1. Par lin�earit�e de D : D(X) = D(xI2) = xD(I2).

Or D(I2) = D(I2I2) = I2D(I2) +D(I2)I2 = 2D(I2) et donc D(I2) = 0, soit :

D(X) = 0

2. ? Da est lin�eaire de E dans E, car :

8 p; q 2 E;8� 2 R; Da (p+�q) = a(p+�q)� (p+�q)a = ap�pa+�(aq� qa)
= Da(p) + �Da(q)

et Da(p) est bien une matrice carr�ee d'ordre 2.

? 8 p; q 2 E;Da(p)q + pDa(q) = (ap� pa)q + p(aq � qa) = a(pq)� (pq)a

= Da(pq)

Donc Da est une d�erivation sur E.

3. L'application nulle est une d�erivation sur E et on v�eri�e facilement que si
D1 et D2 sont deux d�erivations, alors pour tout scalaire � 2 R, D1+�D2 est
une d�erivation. L'ensemble des d�erivations est donc un sous-espace vectoriel
de L(E).
4. ? D1 � D2 � D2 � D1 est encore un endomorphisme de E (alg�ebre des
endomorphismes).

? Pour toutes matrices p et q de E :
(D1 �D2 �D2 �D1)(pq) = (D1 �D2)(pq)� (D2 �D1)(pq)

= D1

�
D2(p)q + pD2(q)

�
�D2

�
D1(p)q + pD1(q)

�
= D1

�
D2(p)q

�
+D1

�
pD2(q)

�
�D2

�
D1(p)q

�
�D2

�
pD1(q)

�
= (D1 �D2)(p)q +D2(p)D1(q) +D1(p)D2(q) + p(D1 �D2)(q)

�(D2 �D1)(p)q �D1(p)D2(q)�D2(p)D1(q)� p(D2 �D1)(q)

et il reste :

(D1 �D2�D2 �D1)(pq) = (D1 �D2�D2 �D1)(p)q+p(D1 �D2�D2 �D1)(q)

Donc (D1 �D2 �D2 �D1) est encore une d�erivation.

Exercice 21.

Soient n un entier naturel tel que n > 3 et E = Rn�1 [X ] l'espace vectoriel
des polynômes �a coe�cients r�eels, de degr�e strictement inf�erieur �a n.
Soient a et b deux r�eels distincts.

1. a) Montrer que Fa; Fb et F d�e�nis ci-apr�es, sont des sous{espaces vectoriels
de E.

i) Fa = fP 2 E=P (a) = 0g.
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ii) Fb = fP 2 E=P (b) = 0g.
iii) F = fP 2 E=P (a) = P (b) = 0g.
b) Montrer que la famille des polynômes :�

(X � a); X(X � a); X2(X � a); : : : ; Xn�2(X � a)
�

forme une base de Fa.

c) D�eterminer une base de F .

2. Soit u l'application de E dans E d�e�nie, pour tout P 2 E par :

(u(P ))(X) = P (a)X + P (b)

a) Montrer que u est une application lin�eaire.

b) D�eterminer Ker(u) et Im(u).

3. Montrer que E = Fa + Fb.

Solution :

1. a) 'a : P 7! P (a) est clairement une application lin�eaire de E dans R et :
Fa = Ker'a, Fb = Ker'b, F = Fa \ Fb sont des sous-espaces vectoriels de
E.

b) P 2 Rn�1 [X ] appartient �a Fa si et seulement si a est racine de P , donc
si et seulement si P est divisible par (X �a), donc est de la forme (X �a)Q,
avec degQ 6 n� 2. Ainsi :

P 2 Fa () 9(a0; a1; : : : ; an�2) 2 R
n�1

; P =
n�2P
i=0

ai(X � a)X i

La famille propos�ee est donc g�en�eratrice de Fa. Comme elle est clairement
libre (elle est �a degr�es �echelonn�es de 1 �a n� 1) c'est une base de Fa.

b) De la même fa�con
�
(X � a)(X � b)X i

�
06i6n�3

est une base de F .

2. a) Pour tous polynômes P;Q et tout scalaire � :

u(P + �Q) = (P + �Q)(a)X + (P + �Q)(b)

= P (a)X + P (b) + �
�
Q(a)X +Q(b)

�
= u(P ) + �u(Q)

b) ? P 2 Keru() P (a)X + P (b) = 0() P (a) = P (b) = 0() P 2 F :

Keru = F

? Comme dimKeru = dimF = n�2 et dimE = n, par le th�eor�eme du rang,
dim Imu = 2. Or Imu est clairement inclus dans R1 [X ], donc :

Imu = R1 [X ]

3. dim(Fa + Fb) = dimFa + dimFb � dim(Fa \ Fb).
Or dimFa = dimFb = n� 1 et dim(Fa \ Fb) = dimF = n� 2, donc :

dim(Fa + Fb) = n = dimE
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L'inclusion Fa + Fb � E �etant banale, on conclut �a l'�egalit�e.

Exercice 22.

Soit E = Mn(C ) l'espace vectoriel des matrices carr�ees d'ordre n (n > 2) �a
coe�cients complexes. On note S (respectivement A) le sous{espace vectoriel
de E form�e des matrices sym�etriques, (respectivement antisym�etriques).
On rappelle que t

M d�esigne la matrice transpos�ee de la matrice M et I la
matrice identit�e de E.

Soient (�; �) deux nombres complexes donn�es non nuls, et f l'application
d�e�nie sur E par, pour tout M 2 E :

f(M) = �M + �
t
M

1. Montrer que E = S �A.

2. Exprimer f �a l'aide de p et q, o�u q = I � p, quand p d�esigne le projecteur
sur S de direction A.

3. Exprimer f2 = f � f en fonction de f et de I .

4. D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante pour que f soit un
automorphisme de E. Exprimer alors f�1 en fonction de f et de I .

5. Exprimer, pour tout k 2 N
� , fk en fonction de p; q; �; �.

En d�eduire la puissance k�eme de la matrice :

A =

0
B@
�+ � 0 0 0
0 � � 0
0 � � 0
0 0 0 �+ �

1
CA

Solution :

1. ? La matrice nulle est sym�etrique et toute combinaison lin�eaire de matrices
sym�etriques est sym�etrique. Idem pour les matrices antisym�etriques. Donc S
et A sont des sous-espaces vectoriels de E.
? Seule la matrice nulle est �a la fois sym�etrique et antisym�etrique : S \ A =
f0g.
? Pour M 2 E, on a : M = M + t

M

2
+ M � t

M

2
et la premi�ere matrice est

sym�etrique, la seconde antisym�etrique : E = S +A.

Ainsi : E = S �A

2. On a : p(M) = M + t
M

2
et q(M) = M � t

M

2
, donc :

M = p(M) + q(M), tM = p(M)� q(M)

Soit : f(M) = �(p(M) + q(M)) + �(p(M)� q(M)) :

f = (�+ �)p+ (�� �)q = (� + �)p+ (� � �)(Id� p)
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3. Comme p2 = p; q
2 = q et p � q = q � p = 0 (couple de projecteurs associ�es),

on a : f2 = (�+ �)2p+ (�� �)2q = (�+ �)2p+ (�� �)2(Id� p)

Ainsi : �
f = (�� �)Id+ 2�p
f
2 = (�� �)2Id+ 4��p

et, en �eliminant p : f
2 � 2�f = (�2 � �

2)Id.

4. ? Si �2 6= �
2, l'�ecriture pr�ec�edente donne : (f � 2�

�
2 � �

2 Id) � f = Id, ce

qui prouve que f est un automorphisme et fournit f�1.

? Si � = ��, alors f(I) = 0 et f n'est pas injective, donc n'est pas un
automorphisme.

? Si � = �, alors pour n'importe quelle matrice M antisym�etrique, on a
f(M) = 0 et f n'est pas injective, donc n'est pas un automorphisme.

5. Par r�ecurrence simple : 8 k 2 N
�
; f

k = (�+ �)kp+ (�� �)kq.

Soit E1 =

�
1 0
0 0

�
, E2 =

�
0 1
0 0

�
, E3 =

�
0 0
1 0

�
et E1 =

�
0 0
0 1

�
.

La famille B = (E1; E2; E3; E4) est la base canonique de M2(R) et :

A =MB(f)

On a :

P =MB(p) =

0
B@
1 0 0 0
0 1=2 1=2 0
0 1=2 1=2 0
0 0 0 1

1
CA, Q =MB(q) =

0
B@
0 0 0 0
0 �1=2 1=2 0
0 1=2 �1=2 0
0 0 0 0

1
CA

Alors : Ak = MB(f
k) = (� + �)kP + (� � �)kQ et on explicite ais�ement les

coe�cients de Ak.

Exercice 23.

Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2 et soit E = Rn [X ] l'espace
vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels de d�egr�e inf�erieur ou �egal �a n.

On consid�ere une liste (a1 : : : ; an; an+1) de r�eels deux �a deux distincts et l'on
d�e�nit une application � de E2 dans R par :

8(P;Q) 2 E2
; �(P;Q) =

n+1P
k=1

P (ak)Q(ak)

1. V�eri�er que � est un produit scalaire sur E2.

2. Montrer qu'il existe une base orthonorm�ee de E form�ee de polynômes Pk
tels que, pour tout k 2 f0; : : : ; ng, le degr�e de Pk soit �egal �a k et dont le
terme de degr�e k soit positif.

Solution :
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1. � est �evidemment bilin�eaire et sym�etrique.

8P 2 E; �(P; P ) =
n+1P
k=1

P
2(ak) > 0 et cette expression n'est nulle que si P

admet a1; : : : ; an+1 pour z�eros. Comme P est de degr�e inf�erieur ou �egal �a n,
ceci ne peut se produire que pour P = 0.

� est un produit scalaire

2. Il su�t d'appliquer �a la base canonique (1; X; : : : ; Xn) de E, et �a ce produit

scalaire, le proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Exercice 24.

Soit (E; h ; i) un espace euclidien. Soit (e1; e2; : : : ; en) un syst�eme de vecteurs
unitaires tels que, pour tout x 2 E :

kxk2 =
nP

k=1

hx; eki2

1. Montrer que (e1; e2; : : : ; en) est un syst�eme orthonormal.

2. Soit F = Vect(e1; e2; : : : ; en), x un vecteur de E et y sa projection
orthogonale sur F . Montrer que x = y.

3. En d�eduire que (e1; e2; : : : ; en) est une base orthonormale de E.

Solution :

1. On applique la relation pour chaque x = ej :

kejk2 =
nP

k=1

hej ; eki2, d'o�u :
nP

k=1;k 6=j

hej ; eki2 = 0.

Par cons�equent : 8 j 6= k; hej ; eki = 0 et la famille, qui est norm�ee, est bien
orthonorm�ee.

2. On a y =
nP
i=1

hx; eiiei et donc hx; yi =
nP
i=1

hx; eiihx; eii = kxk2.

De même kyk2 =
nP
i=1

hx; eii2 = kxk2.

On en d�eduit : kx� yk2 = kxk2 � 2hx; yi+ kyk2 = 0 et x = y.

3. La projection orthogonale sur F est l'identit�e, par cons�equent F = E et la
famille (e1; : : : ; en) est une base orthonorm�ee de E.

Exercice 25.

Soit n 2 N
� et En l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur

ou �egal �a n. Soit a un r�eel �x�e. On consid�ere, pour k 2 [[0; n]], l'application
fk d�e�nie sur En par :

fk(P ) = P
(k)(a)
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o�u P (k) d�esigne la d�eriv�ee d'ordre k de P .

1. Montrer que fk est une application lin�eaire de En dans R.

2. On pose, pour j 2 [[0; n]]; Qj(X) = (X � a)j . Pour tout k et pour tout j
dans [[0; n]], calculer fk(Qj).

3. En d�eduire que (f0; f1; : : : ; fn) est une base de L(En;R).

4. Soit b un r�eel di��erent de a et m un entier tel que 0 6 m 6 n.

On d�e�nit l'application g de En dans R par g(P ) = P
(m)(b).

Montrer que g est lin�eaire et donner les coordonn�ees de g dans la base
(f0; : : : ; fn).

Solution :

1. L'application fk est bien d�e�nie sur En (une fonction polynôme est
ind�e�niment d�erivable) et �a valeurs dans R. La lin�earit�e de fk n'est autre
que la lin�earit�e de la d�erivation.

2. Si j 6= k, fk(Qj) = 0 (si k > j, alors Q
(k)
j

est le polynôme nul et si k < j,

Q
(k)
j

contient encore le facteur X � a)

Tandis que pour j = k, il vient fk(Qk) = k!.

3. Soit (�0; : : : ; �n) 2 R
n+1 tel que

nP
k=0

�kfk = 0, on a donc en particulier :

8 j 2 [[0; n]];
nP

k=0

�kfk(Qj) = 0, i.e. �jj! = 0

Ainsi tous les coe�cients �j sont nuls et la famille (f0; : : : ; fn) est libre dans
L(E;R). Comme cet espace est de même dimension que E, �a savoir n+ 1, il
s'agit d'une base de L(E;R).
4. On applique la formule de Taylor (exacte !) au polynôme P (m) :

P
(m)(b) = P

(m)(a) + b� a

1!
P
(m+1)(a) + � � �+ (b� a)n�m

(n�m)!
P
(n)(a)

Les coordonn�ees de g sont donc :�
0; : : : ; 0; 1; b� a; : : : ;

(b� a)n�m

(n�m)!

�
Les m� 1 premi�eres coordonn�ees �etant nulles.

Exercice 26.

Soit n > 2 un entier naturel et E l'espace vectoriel des polynômes �a
coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n � 1). Soit T l'application

qui �a tout polynôme P 2 E, associe le polynôme Q = T (P ) d�e�ni par :
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Q(X) = P (X) + 1�X

n
P
0(X)

o�u P 0 d�esigne le polynôme d�eriv�e de P .

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Donner la matrice associ�ee �a T dans la base canonique de E.

3. Montrer que T admet n valeurs propres distinctes �1 < �2 < � � � < �n.

4. a) D�eterminer le sous{espace propre associ�e �a la valeur propre �n.

b) Soit k 2 [[1; n� 1]] et P un vecteur propre associ�e �a la valeur propre �k .
Montrer que P (1) = 0.

On pose alors P (X) = (X � 1)rR(X), avec r > 1 et R(1) 6= 0.
Pr�eciser le degr�e de R.

c) En d�eduire le sous{espace propre associ�e �a la valeur propre �k

5. On consid�ere la suite de polynômes d�e�nie par U1(X) = X
n�1 et, pour

tout j > 1, par la relation :
Uj+1(X) = T (Uj)(X).

a) Montrer que :

U1(X) =
n�1P
k=0

C
k
n�1(X � 1)k

b) En d�eduire l'expression de Uj(X) en fonction de 1; X�1; : : : ; (X�1)n�1,
ceci pour tout j > 2.

Exercice 27.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie et u 2 L(E), un endomor-
phisme de E. Soit :

L(u) = fv 2 L(E)= u � v = 0g
Montrer que L(u) est un sous{espace vectoriel de L(E) et d�eterminer sa
dimension.

Solution :

On a u � v = 0 () Im v � Keru () v est en fait une application lin�eaire
de E dans Keru.
Par cons�equent L(u) est isomorphe (voire �egal) �a L(E;Keru), et donc :

dimL(u) = dimE�dimKeru = n(n� rgu)

Exercice 28.

On consid�ere deux entiers n et p tels que 2 6 p 6 n et E = L(C n ) l'espace
vectoriel des endomorphismes de C n . On consid�ere I l'application identit�e de
E et p �el�ements distincts non nuls (f1; f2; : : : ; fp) de E v�eri�ant :

f1 + f2 + � � �+ fp = I; et fi � fj = 0; pour tout i 6= j
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Soient p nombres complexes �1; �2; : : : ; �p deux �a deux distincts et f

l'endomorphisme :

f = �1f1 + �2f2 : : :+ �pfp

1. Montrer que pour tout i 2 f1; : : : ; pg, fi est un projecteur de C n . Qu'en
d�eduit-on pour C n relativement �a Im fi et Ker fi ?

2. Pour k entier naturel, calculer fk.

3. Montrer que (f1; f2; : : : ; fp) est une famille libre de E.

4. Montrer que les seules valeurs propres de f sont les complexes �1; �2; : : : ; �p
et que, si l'on note Ei le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre �i, on
a :

C
n = E1 �E2 � � � � �Ep

5. Montrer que la famille (I; f; f2; : : : ; fp�1) est libre dans E. En d�eduire que
pour tout i 2 f1; : : : ; pg, il existe un polynôme Pi de C [X ], de degr�e inf�erieur
ou �egal �a (p � 1), tel que fi = Pi(f) et que l'on a Pi(�i) = 1 et Pi(�j) = 0
pour j 6= i. En d�eduire l'expression de Pi.

Solution :

1. Soit i un entier tel que 1 6 i 6 n. On peut �ecrire :

fi = fi �
pP

k=1

fk =
pP

k=1

(fi � fk) = f
2
i

ce qui signi�e que fi est un projecteur de C n . On sait alors que :

C
n = Im fi � kerfi

2. Utilisons la question pr�ec�edente :

f
2 =

pP
j=1

�jfj �
pP

j=1

�jfj =
pP

j=1

pP
k=1

�j�kfj � fk =
pP

j=1

�
2
j
f
2
j
=

pP
j=1

�
2
j
fj

On montre ensuite par r�ecurrence que pour tout k > 2,

f
k =

pP
j=1

�
k
j
fj

3. �Ecrivons que : f = �1f1 + �2f2 : : :+ �pfp = 0.

Alors, pour tout i 2 f1; : : : ; pg
0 = fi � f = �if

2
i
= �ifi

On conclut en remarquant qu'aucun des endomorphismes fi n'est identique-
ment nul : 8 i; �i = 0, et :

(f1; : : : ; fp) est une famille libre

4. Pour tout i 2 f1; : : : ; pg, �i est valeur propre de f , car si xi est un �el�ement

de Im fi, alors xi = fi(xi) et :
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f(xi) =
pP

k=1

�kfk(fi(xi)) = �ifi(xi) = �ixi

Nous venons en fait de montrer que �i est valeur propre de f , de sous-espace
propre associ�e contenant Im fi.

Mais la relation f1 + f2 + � � �+ fp = Id, donne, pour tout x 2 C
n :

x = f1(x) + f2(x) + � � �+ fp(x)

ce qui signi�e que C n = Im f1 + Im f2 + � � �+ Im fp.

A fortiori, on a C n = E1+ � � �+Ep et comme cette somme est directe (somme
de sous-espaces propres) :

C
n = E1 �E2 � � � � �Ep

Les seules valeurs propres de f sont ainsi f�1; �2; : : : ; �pg.

5. �Ecrivons que pour tout x 2 C
n :

a0x+ a1f(x) + � � � ap�1fp�1(x) = 0

Pour x = xi vecteur propre de f associ�e �a la valeur propre �i, il vient :� p�1P
k=0

ak�
k
i

�
xi = 0

Le polynôme
p�1P
k=0

akX
k est de degr�e (k � 1) et admet k racines distinctes

�1; �2; : : : ; �p : il s'agit du polynôme nul, et tous les ak sont nuls.

La famille (Id; f; f2; : : : ; fp�1) est libre et incluse dans Vect(f1; : : : ; fp).
Donc :

Vect(I; f; f2; : : : ; fp�1) = Vect(f1; : : : ; fp)

Ainsi, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, fi est combinaison lin�eaire des �el�ements de
la famille (Id; f; f2; : : : ; fp�1), soit :

fi = Pi(f) =
p�1P
j=0

ai;jf
j

Or si x 2 Im fi :

�ix = fi(x) =
p�1P
j=0

ai;jf
j(x) = (

p�1P
j=0

ai;j�
j

i
)x et Pi(�i) = 1

et si x 2 Im fj , avec j 6= i :
0 = fi(x) = Pi(�j)x et Pi(�j) = 0

Le polynôme Pi n'est autre que le polynôme interpolateur de Lagrange aux
points (�1; : : : ; �p), soit :

Pi(X) =

Q
j 6=i

(X � �j)Q
j 6=i

(�i � �j)

Exercice 29.
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On d�e�nit les polynômes (Gk)k>0 par :(
G0(X) = 1; G1(X) = X

Gk(X) =
X (X � 1) (X � 2) : : : (X � k + 1)

k!
, pour k > 2

1. a) �Etablir, pour tout entier k > 1, la relation :

Gk(X + 1)�Gk(X) = Gk�1(X)

b) Montrer que, pour tout p 2 Z, on a Gk(p) 2 Z.

2. a) Que dire de la famille
�
Gk

�
k2N

?

b) Soit Q un polynôme quelconque de degr�e n. Montrer l'�equivalence des
propositions suivantes :
i) pour tout p 2 Z, on a Q(p) 2 Z

ii) il existe des entiers relatifs a0, a1, : : : , an tels que :Q(X) =
nP

k=0

ak Gk(X)

(On pourra proc�eder par r�ecurrence sur n et consid�erer le polynôme :
P (X) = Q(X + 1)�Q(X) ).

3. Soit f une fonction continue de R+ dans R.

a) Montrer qu'il existe une unique suite de r�eels (an)n2N telle que, pour
tout n 2 N, la fonction

x 7! f(x)�
nP

k=0

akGk(x)

soit nulle lorsque x est �egal aux n+ 1 entiers cons�ecutifs 0, 1,: : : , n.

b) Soit b 2 R
�
+ . Montrer que la suite ainsi associ�ee �a la fonction x 7! f(x) =

b
x est (an)n2N =

�
(b� 1)n

�
n2N

.

Solution :

1. a) On v�eri�e imm�ediatement que G1(X + 1)�G1(X) = G0(X).
Si k > 2, alors :

Gk(X + 1)�Gk(X) =
X(X � 1) � � � (X � k + 2)

k!

�
(X + 1)� (X � k + 1)

�
= Gk�1(X)

b) � si p > k, alors Gk(p) = Ck

p
2 N.

� si 0 6 p < k, alors Gk(p) = 0.
� si p < 0, alors :

Gk(p) = (�1)k (�p+ k + 1) � � � (�p+ 1)(�p)
k!

= (�1)kCk

�p+k+1 2 Z

2. a) On remarque que pour tout k 2 N, Gk est un polynôme de degr�e k. Ainsi
la famille (G0; G1; : : : ; Gn) est une famille form�ee de polynômes �echelonn�es
en degr�es, depuis 0 jusqu'�a n, donc est une base de Rn [X ].

b) Il est �evident que ii) ) i) par la question 1. b).



94 ESCP-EAP 2001 - Oral

D�emontrons l'implication contraire par r�ecurrence sur le degr�e de Q :

? L'implication r�eciproque est v�eri��ee pour tout polynôme Q de degr�e 0
(polynôme constant).

? Supposons la r�eciproque montr�ee pour tout polynôme de degr�e inf�erieur
ou �egal �a n�1. Par la question 2.a), tout polynôme Q de degr�e n s'�ecrit sous

la forme Q =
nP

k=0

akGk(X), avec (ak) r�eels. Soit alors :

P (X) = Q(X + 1)�Q(X) =
n�1P
k=0

ak+1Gk(X)

P est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� 1, qui v�eri�e, pour tout
p 2 Z :

P (p) = Q(p+ 1)�Q(p) 2 Z (hypoth�ese sur Q)

L'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a P donne alors : pour tout k �el�ement
de f0; : : : ; n � 1g; ak+1 2 Z. Mais a0 = Q(0) 2 Z �egalement et donc Q(X)
admet bien une d�ecomposition de la forme annonc�ee.

On conclut par le principe de r�ecurrence.

3. a) La condition demand�ee s'�ecrit sous forme d'un syst�eme triangulaire
d'�equations lin�eaires :

8>>>><
>>>>:

f(0) = a0

f(1) = a0 + a1

f(2) = a0 + 2a1 + a2

...
...

f(n) = C
0
na0 + � � �Ck

nak + � � �+ C
n
nan

Ce syst�eme admet une unique solution (la matrice associ�ee est triangulaire
avec des 1 sur la diagonale, donc sans terme diagonal nul), cette solution
(a0; : : : ; an) ne d�ependant que de (f(0); : : : ; f(n)).

b) Les r�eels an v�eri�ent :

f(p) =
nP

k=0

akGk(p) =
pP

k=0

akC
k
p
; pour 0 6 p 6 n

� pour k = 0, il vient a0 = f(0) = (b� 1)0.

� supposons que pour tout k tel que 0 6 k 6 m� 1; ak = (b� 1)k. Alors :

b
m = f(m) =

mP
k=0

akC
k

m
=

m�1P
k=0

Ck

m
(b� 1)k + am

ce qui entrâ�ne que am = (b� 1)m par la formule du binôme de Newton. On
conclut encore une fois par le principe de r�ecurrence.

Exercice 30.

Soit a et b deux r�eels distincts.

On d�esire d�eterminer une solution de l'�equation :
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(En) (X � a)nAn + (X � b)nBn = 1

d'inconnues An et Bn dans Rn�1 [X ], l'espace des polynômes �a coe�cients

r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a (n� 1).

1. Montrer que si (En) admet un couple solution, celui-ci est unique.

2. On consid�ere les ensembles :

F = f(X � a)nP = P 2 Rn�1 [X ]g et G = f(X � b)nP = P 2 Rn�1 [X ]g
a) V�eri�er que F et G sont des espaces vectoriels dont on pr�ecisera la

dimension.

b) D�eterminer F \G. En d�eduire la dimension de F +G.

c) En d�eduire que (En) admet une solution unique.

3. a) Montrer qu'il existe un polynôme Pn dont on pr�ecisera le degr�e,
v�eri�ant :

8x 2 R;

Z
x

a

�
(t� a)(t� b)

�n�1
dt = (x � a)nPn(x)

b) Etablir l'identit�e :

8x 2 R; (x � a)nPn(x) + (b� x)nPn(a+ b� x) = (b� a)nPn(b):

c) Exprimer le couple solution de (En) en fonction du polynôme Pn.

Solution :

1. Supposons que (En) admette deux couples solutions (An; Bn) et (Cn; Dn)
�el�ements de Rn�1 [X ]. On a alors :

(X � a)n(An � Cn) = (X � b)n(Dn �Bn)

Le r�eel a est alors racine d'ordre de multiplicit�e au moins n du polynôme
Dn � Bn ce qui entrâ�ne que c'est le polynôme nul, puisqu'il est de degr�e
inf�erieur ou �egal �a (n� 1). De même An = Cn.

2.a) On v�eri�e ais�ement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de
R2n�1 [X ]. Une base de F est :

(X � a)n; X(X � a)n; : : : ; Xn�1(X � a)n

(c'est une famille libre et g�en�eratrice). Donc dimF = n.

De même, une base de G est :

(X � b)n; X(X � b)n; : : : ; Xn�1(X � b)n

et dimG = n.

b) Soit Q 2 F \G. Il existe deux polynômes P1 et P2 de Rn�1 [X ] tels que :

Q = (X � a)nP1(X) = (X � b)nP2(X)

Une d�emonstration identique �a celle de la question 1. montre que P1 = P2 =

0, donc Q = 0.
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On en d�eduit que dim(F +G) = dimF +dimG = 2n. Or F �G � R2n�1 [X ].
L'�egalit�e des dimensions implique que :

F �G = R2n�1 [X ]

c) En particulier, 1 2 F+G ; on d�eduit des questions pr�ec�edentes l'existence
d'une solution de (En).

3. a) Posons F (x) =

Z
x

a

�
(t � a)(t � b)

�n�1
dt. F est une fonction d�erivable

et pour tout x r�eel :

F
0(x) = (x� a)n�1(x � b)n�1

F est donc une fonction polynomiale dont la d�eriv�ee admet a comme racine
d'ordre (n�1). Mais comme F (a) = 0, on peut donc conclure que a est racine
d'ordre n de F .

b) Le changement de variable a�ne u = a+ b� t donne :

F (b+ a� x) =

Z b+a�x

a

�
(t� a)(t� b)

�n�1
dt = �

Z x

b

�
(a� u)(b� u)

�n�1
du

=

Z b

x

�
(a� u)(b� u)

�n�1
du

D'o�u :

F (x) + F (a+ b� x) =

Z
b

a

�
(t� a)(t� b)

�n�1
dt = F (b)

ce qui se traduit par :

(x� a)nPn(x) + (b� x)nPn(a+ b� x) = (b� a)nPn(b)

c) Comme (t�a)(t�b) < 0 pour t 2 [a; b], le signe de
�
(t�a)(t�b)

�n�1
reste

constant sur cet intervalle, ce qui entrâ�ne que F (b) 6= 0 donc que Pn(b) 6= 0.
En utilisant l'unicit�e de la solution de (En), l'�equation pr�ec�edente se traduit
par :

(x � a)n
Pn(x)

(b� a)nPn(b)
+ (b� x)n

Pn(a+ b� x)

(b� a)nPn(b)
= 1

donc :

An =
Pn(X)

(b� a)nPn(b)
et Bn =

Pn(a+ b�X)

(a� b)nPn(b)

Remarque : On a (X � a)� (X � b) = b� a, donc :

[(X � a)� (X � b)]2n�1 = (b� a)2n�1

En d�eveloppant par la formule du binôme on obtient une expression de la
forme :

(X �A)n�n(X) + (B�)b)n�n(X) = (b� a)2n�1

o�u �n et �n sont des polynômes de degr�es ad�equats, il su�t alors de diviser
par (b� a)2n�1 pour obtenir une autre expression de An et Bn.
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